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Beitrag zur Lehre von den 8ehwingangen 

elastischer fester Körper. 

(Von Herrn v. Heim, Oberst -LieoteDani im Königlich - Wörtembergischeo 

Ehren -Invaliden -Corps zu Stuttgart.) 



1. 

JLlie beiderlei Aggregatzustände der Körper, welche man unter den 
Benennungen fest und flüssig zu begreifen pflegt, unterscheiden sich im Wesent- 
lichen dadurch, dafs die Theilchen der festen Körper durch innern Zusammenhang 
unter sich verbunden sind und nur durch KrAfte, deren Stfirke diesen Zusammen- 
hang äberwiegt, sich von einander trennen lassen , wogegen die Theilchen der 
tropfbaren oder expansiv flüssigen Körper (sofern von der Klebrigkeit, als 
einer nicht wesentlichen Eigenschaft derselben, abgesehen wird, oder sofern 
sie als vollkommen flüssig vorausgesetzt werden) einer Kraft, welche sie zu 
trennen strebt, ffir sich keinen Widerstand entgegensetzen, dafs sie nicht, wie 
die Theilchen der festen Körper, an eine bestimmte Ordnung, in der die ver- 
schiedenen Theilchen, im Zustande der Bewegung sowohl, als in dem der Ruhe 
sich neben einander befinden, gebunden sind und dafs sie im Allgemeinen 
eines Aufsern Druckes, z. B. des Drucks der Schwere bedflrfen, um wfthrend 
der Bewegung in stetiger Berührung zusammengehalten zu werden« 

Indessen ist auch bei den festen Körpern, als solchen, die Verbindung 
ihrer Grundbestandtheile mit einander keineswegs als unverAnderlich zu be- 
trachten; und insbesondere kommt denjenigen Arten derselben, welche man 
elastisch nennt, die Eigenschaft zu, dals ihre kleinsten Theile durch die Ein- 
wirkung fiufserer Krfifte ihre gegenseitige Lage nach der eigenthOmlichen Natur 
der Körper und nach der Slfirke dieser Krfifte mehr oder weniger verfindern, 
jene Lage aber, sobald die Aufsere Einwirkung aufhört, wenn dieselbe ein ge- 
wisses Maafs nicht überschritten hat, von selbst wieder annehmen können. 

Allein ungeachtet dieser möglichen VerAnderungen behalten diese Körper 
dennoch die Natur des festen Aggregatzustandes, so dafs auch bei der in jenen 
rAnmlichen VerAnderungen bestehenden Bewegungen jeder an irgend einem 
Puncto eines solchen Körpers angebrachte Druck oder Zug nach der ihm eigen- 

Crelle^a Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 1 
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thOoilichen bestimmten Richtong sich dem ganzen Körper mittheilt and nof 
nach dieser Richtung anf denselben wirkt Die Bewegung irgend eines Theils 
eines festen Körpers äbt demzufolge durch seinen Zusammenhang mit den 
übrigen TheUen des Körpers einen anmittelbaren Einflnfa aof die Bewegung 
aller dieser Theile aus; wotaus weiter folgt, dafs, wenn es sich davon han- 
delt, die Bewegungen , in welche die Theilchen eines elastischen festen Körpers 
durch fiufsere, deren Spannkraft erregende Kräfte versetzt werden , durch Rech- 
nung zu bestimmen oder die Beziehungen zwischen den spannenden Kräften 
und den räumlichen Veränderungen des Körpers durch Gleichungen auszu- 
drOcken, kein Theil desselben für sich allein und abgesondert von den Qbrigen 
Theilen betrachtet werden kann, sondern die Gleichungen nothwendig sämmt- 
liche Theile des Körpers umfassen mflssen. 

2. 

Anders verhält es sich mit der Bewegung flOssiger Körper. Bei einer 
flOssigen Masse pflanzt sich jeder Druck auf ihre Oberfläche und die Ein- 
wirkung jeder Kraft anf irgend ein Theilchen der Masse nach allen Richtungen 
im Innern fort, und der irgend ein Element der Flflssigkeit umgebende Druck 
stellt die gesammte Beziehung des Elements zu allen auf dasselbe wirkenden 
Kräften vor und begreift alle diese Kräfte in sich, so dafs man, wenn auch jedes 
Element durch seine BerQhrung mit den ihm nächsten Elementen auf die Be«- 
wegung dieser und anderer Theile Einflufs hat, dennoch dastdbe als fflr sich 
allein jeneim Drucke unterworfen nnd durch ihn angetrieben ond in Bewegung 
gesetzt betrachten kann. 

Man könnte zwar einwenden, auch bei den elastischen festen Körpern 
träten die gegenseitigen Einwirkungen der verschiedenen Theilchen auf ein- 
ander, d. h. die sogenannten Molecnlarkräfte an die Stelle des innem Zu- 
sammenhanges derselben, durch welchen, so wie durch den Druck, den die 
Elemente einer Flüssigkeit auf einander ausüben, eben jene Kräfte ihre Tbätig- 
keit äufsem, nnd wenn daher bei der Bestimmung der Bewegung eines einzelnen 
Theils eines solchen Körpers diese Kräfte in die Rechnong eingehen, so sei 
dadurch zugleich auch auf die Verbindung dieses Thefls mit den übrigen Theilen 
des Körpers die nöthige Rücksicht genommen. ADein das Sachverhältnifs ist 
bei den beiderlei Aggregatformen dennoch völlig verschieden. Irgend ein 
Theilchen dnes flüssigen Körpers kann nämlich einer besondern , auf dasselbe 
wirkenden Kraft, wenn der dazu nöthige Raum vorhanden ist, fflr sich nach- 
geben, nnd eine durch die entstehende Bewegung dieses Tbeilchens eintretende 
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VertndeniDg io der gegenseitigen Lage der benaciibarten Tiieilcben kann kern 
Hindernifs ffir diese Bewegung abgeben, sondern etwa nmr sn dem Dracke, dem 
das Tbeilcben unterworfen ist, beitragen. Ein fester Körper, sei er elastisch 
oder nicbt^ kann dagegen , wie auch die bewegenden Krlfte an ihn angebracht 
seien, immer nur als Ganses und keinerlei Theil desselben kann fOr sich in 
Bewegung gesetzt werden, so dafs die Gesdiwindigkeit der Bewegung des 
Körpers und jedes einaelnen Theils desselben in jedem Augenblicke der Be«- 
wegung von der ganzen Masse des Körpers abbangt. 

3. 

Die Bewegungen der elastischen festen Körper, von denen in diesem 
Aufsatze die Rede ist, lassen sich unterscheiden: in solche, welche durdi 
Ausdehnung oder Zusammendrflckung der Körper nach der Richtung ihrer 
Längs -Achse, femer in solche, welche durch Drehung um diese Achse (durch 
Torsion) und in solche, welche durch Biegung hervorgebracAt werden. Jede 
dieser Arten von Bewegung kann mit den beiden andern, oder mit einer der- 
selben verbunden sein. Im Folgenden wird jedoch nur jede fttr sich, getrennt 
von den übrigen, näher betrachtet und es wird femer vorausgesetzt werden, 
dafs die Längs- Achse (Centrallinie) (welche sowohl kramm als gerade sein kann) 
eine gerade Linie sei. Die Bewegungen werden Sckwmßnng^n genannt, wenn 
die Gestalt- Änderungen der Körper, welche die Bewegungen hervorbringen, 
in fortgesetzter Folge abwechselnd nach entgegengesetiten Seiten des Gleich- 
gewichtstandes Statt haben. 

4. 

Sind mehrare materielle Puncto, deren jeder der Einwirkung einer 
oder mehrerer Kräfte unterworfen ist, auf irgend eine Art unter sich ver- 
bunden, so werden sie ihre, durch jene Kräfte hervorgebrachten Bewegungen 
gegenseitig modificiren; d. h. es wird die Bewegung, welche jeder der Puncto 
wirklich annimmt, nach Richtung und Geschwindigkeit im Allgenmnen von 
derjenigen verschieden sein, die er, in freiem Zustande für sieh bestehend, 
durch dieselbe Einwirkung annehmen wfirde. 

Man stelle sich in irgend dnem Augenblicke der Bewegung die auf 
einen der Puncto wirkende bewegende Kraft, welche als gegeben zu be* 
trachten ist, in zwei Theilkräfte so zerlegt vor, dafs die eine deraelben der 
Geschwindigkeitszunahme dieses Puncts, wie sie in dem Augenblicke wirk- 
lich Statt findet, als bewegende Kraft entspricht. Die Wirkung der durch 
die Zerlegung sich ergebenden zweiten Tbeilkraft wird durch die Verbindung 
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des Pancts mit deo flbrigen materiellen Puncten aufgehoben and die letstere 
Kraft daher die verlorne Kraft genannL 

Alle diese som System gehörigen verlornen Krifle müssen offenbar, 
wie grofs auch die Zahl der Pancte und wie auch deren Znsammenhang be- 
schaffen sein mag, in jedem Augenblicke unter sich im Gleichgewicht sein, weil 
sonst Bewegung aus ihnen hervorgehen mflfste und die ersten Theilkrflfke, 
im Widerspruch mit der Annahme, nicht die sein könnten, von welchen allein 
die wirkliche Bewegung des Systems abhangt. 

Der letztere Satz begreift im Wesentlichen den nach JTAlemhert be- 
nannten Hanptgrundsatz der Dynamik (ßAlembertf Traitö de Dynamique, 1758 
No. 60. und Pmeson, Traite deMecanique, 1833, Tome 11. No. 350) in sich, 
durch welchen die ganze Lehre von der Bewegung der Körper auf die Lehr- 
sätze der Statik sich zurflckfflhren Ififst und alle diese Satze zugleich bei jener 
Lehre Anwendung finden. 

5. 

Das angeführte Princip von d^ÄUmbert setzt zwar seinem Begriffe nach 
eine Verbindung mehrerer materiellen Puncto voraus, lAfst sich jedoch, wie- 
wohl uneigentlich, auch auf einen einzelnen fflr sich bestehenden Pnnct, auf 
welchen eine oder mehrere Krfifte wirken, anwenden. In diesem besondem 
Falle, in welchem die zu zerlegende Kraft mit der ersten Theilkraft zusammen- 
fallt, mufs demnach die verlorne Kraft fflr sich im Gleichgewicht, oder gleich 
Null sein, und in diesem uneigentlichen Sinne findet das Princip dann eben- 
falls auf die Bewegung der flflssigen Körper Anwendung, indem, der Natur 
derselben gemäfs, bei der Bildung der Grundgleichungen fflr ihre Bewegung 
nur ein einzehies Element in Betracht zu ziehen ist und betrachtet werden kann. 

Ein solches Verfahren ist für die Lösung der die Bewegung der flflssigen 
Körper betreffenden Fragen zwar nicht nolhwendig, insofern eine andere, etwas 
verschiedene Auffassungsweise die gleichen Ergebnisse liefert (Man vergleiche 
z. B. die Gesetze des Gleichgewichts und der Bewegung flflssiger Körper von 
EkUer, abersetzt von Brandes, 1806, 2terTheil, 2ter Abschnitt) , aber sie Ist 
gestattet, da sie nichts Ungereimtes enthalt. Wenn es sich dagegen von Be- 
wegungen irgend einer Art der Elemente eines festen Körpers handelt, dessen 
Theile durch Innern Zusammenhang, wenn auch nicht auf unverfinderliche 
Weise, mit einander verbunden sind, so mufs nolhwendig das Gleichgewicht 
als zwischen den verlornen Kräften sflmmtlicher Elemente des Körpers be- 
stehend angenommen werden und eine ähnliche Anwendung des genannten 
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Prüicips auf einzelne Elemente des Körpers, wie bei flflssigen Körpern, könnte, 
als mit dem Wesen nnd dem Begriffe des Princips in offenbarem Widerspruche 
stehend, nnr zn nnrichtigen Folgerungen führen. 

6. 
In dieser Beziehung mufs der Weg, den die französischen Schrift- 
steller, unter ihnen .namentlich Poisson^ zur Etatwickelnng der Gesetze der 
Schwingungen elastischer fester Körper gefolgt sind, zu einem gewichtigen 
Bedenken Anlafs geben. In dem vom Gleichgewicht der festen Körper handelnden 
dritten Buche seines „Traite de Mecaniqoe " sind von diesem Physiker die ali- 
gemeinen Gleichungen des Gleichgewichts einer biegsamen Saite und einer 
elastischen Ruthe abgeleitet; welche Gleichungen, den Grundsätzen der Analysis 
gemfifs, auf ein einzelnes, im Zustande der ruhenden Spannung durch irgend 
welche Krfifte befindliches Element des gebogenen , oder nur nach seiner Längs- 
Achse gedehnten Körpers sich beziehen und durch entsprechende Integration 
die Gestalt desselben in gespanntem Zustande bestimmen. Dieser Gleichungen 
bedient sich PohwUf indem er die verlorne Kraft des Elements an die Stelle 
der dasselbe spannenden Krfifte setzt, zur Darstellung der Grundgleichungen 
der Bewegung der genannten Körper, und gelangt hierdurch, in Bezug auf 
die Schwingungen der biegsamen Saite nnd der elastischen Ruthe in der Rich- 
tung ihrer Lfings- Achse, zu Differential- Gleichungen mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen, welche der Form nach ganz mit den auf die Schwingungen 
der Luft in einer Röhre bezflglichen Gleichungen der Hydrodynamik flberein- 
stimmen (No. 484, 494, 658). 

Es ist aber klar, dafs wenn, wie es das Princip von ifAlembert sei- 
ner Grundbedeutung nach unstreitig fordert und wie es in andern Fällen der 
Bewegung fester Körper, z. B. bei der Umdrehnngsbewegung eines solchen 
om eine feste Achse (No. 391), um einen festeq Pnnct (No« 412) und bei 
der Bewegung eines Systems von Körpern (No. 531) auch vonPotfran ge- 
schieht, die verlorenen Kräfte im ganzen Umfange des elastischen Körpers, 
oder des Systems, als im Gleichgewicht unter sich stehend angenommen werden, 
oder das Integral derselben nach der ganzen Ausdehnung des Körpers gleich 
Null gesetzt wird, wodurch die eine unabhängige Veränderliche aus den Gleichun- 
gen gänzlich verschwindet, die Ergebnisse der Rechnung ganz anders aus- 
fallen mfissen, als wenn die Gleichungen in der den flfissigen Körpern ent- 
sprechenden Form mit partiellen Differentialen dargestellt und behandelt werden. 
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7. 

Zar Bestimmang der mit der Spannnng elastischer fester Körper ver- 
bundenen Bewegung ist indessen noch ein weiterer Gmndsats oöthig: ein Grund- 
satz nSmlicb^ durch welchen die Beziehung sich ausspricht, in der in jedem 
Augenblicke der Bewegung die VerAnderung der Lage eines Elements des 
Körpers zu der irgend eines andern Elements steht. 

Ein an einem Ende seiner Lfings-Achse befestigter Körper, von gleichen 
Querschnitten und sonst gleicher Beschaffenheit, werde z. B. durch eine nach 
der Richtung dieser Achse wirkende Kraft ausgedehnt. Nach dem Grandge- 
setze, dafs gleiche Ursachen gleiche Wirkungen hervorbringen, werden offen- 
bar gleich lange Theile des Körpers in jeder unendlich kleinen, und folglich auch 
in jeder endlichen Zeit, um gleich viel lAnger werden, oder eine gleiche Spannnng 
annehmen. Haben die Theile des Körpers ungleiche Querschnitte und sind sie 
verschiedenen Krlften unterworfen, so folgt ms demselben Gesette, dafs die 
Ausdehnungen und Spannungen gleich langer Theile nach einer und derselben 
Zeit direct wie die auf sie wirkenden Krfifte und umgekehrt wie die Flächen 
der Querschnitte derselben sich verhalten werden. 

Aus Ahnlichen Betrachtungen erhellet, dals bei der Bewegung eines 
elastischen Körpers mit gleichen Querschnitten um seine LAngs-Achse und 
bei der durch Biegung desselben entstehenden Bewegung die Momente der 
Spannungen der Querschnitte, oder die Drehwinkel und Krflmmnngswinkel in 
jedem Augenblicke der Bewegung wie die Momente der drehenden und biegenden 
KrAfte sich verhalten werden. 

Jenem Grandsatze, welcher dazu soll dienen können, aas den ala be- 
kannt angenommenen , irgend einem Augenblicke der Bewegung entsprechenden 
räumlichen YerAnderungen eines oder mehrerer Elemente des elastischen Körpers 
die der fibrigen Elemente und des ganzen J^örpers, so wie sie in demselben 
Augenblicke Statt finden, zu bestimmen, wird sich demgemAfs die aUgemeine 
Fassung geben lassen: dafe die Spannungen der verectdedenen Elemente 
eines elastischen Körpers in jedem Momente der durch die Spannung des 
Körpers entstehenden Bewegung sich eben so zu einander perhalten , wie 
wenn der Körper in diesem Momente im Zustande des GImchgewichts mU 
den spannenden Kräften (der ruhenden Spannung) sich befände. 

Der oben angeführte Grundsatz beruht auf der Voraussetzung, dab 
die die Bewegung des Körpers erzeugenden KrAfte ihre Wirksamkeit auf 
sämmtliche Theile des Körpers gleichzeitig aasQben, d. L daCs die Übertragung 
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dieser Wirksamkeit, von den An^ffsponclen anf die nicht nnmittelbar ange- 
griffenen Theile des Körpers, wofen allerdings ein erster Anfang von Spannung 
iiOthig sclieint, in nnbestimmbar kurser Zeit erfolge: einer Voradssetznng, welche 
der ganzen Lehre von der Bewegung fester Körper zum Orunde liegt 

Den besonderen Betrachtungen, welche die vom Verfasser des gegen- 
wartigen Aufsatzes im Jahre 1838 herausgegebene Schrift „Über Gleichge- 
wicht und Bewegung gespannter elastischer fester Körper etc.** zur ünterstfltzung 
dieses Grundsatzes (§• 194.) enthalt, mögen hier noch folgende weitere bei- 
gefügt werd#^n. 

8. 

Eine elastische Stange sei um eine, an einem Ende ihrer Längs - Achse 
senkrecht anf diese angebrachte Achse beweglich; am andern Ende wirke 
eine Kraft auf Umdrehung der Stange um die letztere Achse. Die Bewegung 
werde durch Reibung, welche an dieser Achse Statt findet und welche sich 
nach Belieben vermehren und vermindern Ififst, erschwert. Wflre keine Reibung 
vorhanden, so wfirde, vermöge der im vorigen Paragraph erwähnten Voraus- 
setzung, die Umdrehung der Stange ohne Biegung derselben anfangen, sobald 
die Kraft zu wirken beginnt: wegen der Reibung aber mufs ein Theil der 
Kraft, welcher das gleiche Moment mit der Reibung hat (und welcher die fflr 
die Umdrehungsbewegung verlorne Kraft bildet) dazu verwendet werden, dieselbe 
zu flberwinden ; und nur durch den flbrigen Theil der Kraft wird die Umdrehung 
hervorgebracht Durch jenen Theil wird die Stange in Spannung versetzt, 
und die Umdrehung kann nicht eher anfangen, als bis der Grad der Spannung, 
welchen die Überwindung der Reibung erfordert, erzeugt ist. Dieselbe Theil- 
kraft, welche den gleichen Angriffspunct und die gleiche Richtung hat wie die 
ganze Kraft, mufe daher beim Anfange der Umdrehung mit der Reibung im 
Gleichgewicht sein. Daher mflssen auch die Spannungen der Querschnitte im 
Gleichgewicht sein mit dieser Theilkraft, und deren Momente mflssen sich eben so 
zu einander verhalten, wie im Zustande des Gleichgewichts mit eben dieser sie 
spannenden Kraft. Dieses ist der Fall, mag die Reibung einem gröfsern oder 
kleineren Theile der ganzen Kraft gleich, oder eben so grofs wie diese sein, 
und es Ififst sich ffir jeden Zustand der elastischen Stange, vom ungespannten 
an, bis zu dem der gröfsten Spannung, den sie annehmen mofs, oder f&r jeden 
Zeitpunct der die Spannung begleitenden Bewegung, d. L der entstehenden 
Biegung, ein Grad der Reibung angeben, welcher der Spannung gerade das 
Gleichgewicht halten wflrde, auch wenn die ganze Kraft zur Oberwindung der 
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vorhandenen Reibung nicht hinreichte. Bei jedem solchen Gtude der Reibang 
mflfste das VerhAltnifs der Spannungen, welche irgend 2wei Qnerschnitte oder 
irgend zwei Elemente der Stange angenommen haben, dasselbe sein, wie wenn 
die Stange im Zustande der ruhenden Spannung, des Gleichgewichts mit der 
Theilkraft, welche gleiches Moment mit dieser Reibung bat, sich befände: daher 
mufe offenbar dasselbe Verhiltnifs auch in dem entsprechenden Augenblick der 
mit der Biegung verbundenen Bewegung Statt finden; unabhängig von der Gröfse 
der Reibung oder des die Umdrehung erschwerenden Widerstandes, welcher 
wirklich vorhanden isL 

Eben diese Folgerungen mflssen auch dann ihre Gültigkeit haben, wenn 
mehrere Krflfte an der Stange wirken, oder wenn an jedem Elemente derselben 
eine eigene Kraft, wie die Schwere, thfltig ist, indem in diesem Falle, was 
hier von der biegenden Kraft gesagt ist, von der Resultirenden der Krfifte gilt. 

Man bemerke noch, dafs das Verbältnifs zwischen den Spannungen je 
zweier Elemente des elastischen Körpers bei der Biegung von einem Augen- 
blicke dieser Bewegung zum andern sich Ändert, weil die Langen der Hebel- 
Arme, an denen die spannende Kraft auf je zwei Querschnitte wirkt, durch 
die Krümmung der, wenn auch ursprünglich geraden Lflngs- Achse des Körpers 
in jedem Augenblicke in ein anderes Verhflltnifs zu einander treten, dafs jenes 
Verbältnifs aber bei der Drehung des Körpers um seine Längs - Achse (Torsion) 
und bei der Ausdehnung oder Zusammendrückung desselben nach der Richtung 
dieser Achse, als wahrend der Bewegung unverändert und somit dem Ver- 
haltnisse, wie es im Zustande des Gleichgewichts mit der ganzen auf die Stange 
wirkenden Kraft besteht, als gleichbleibend betrachtet werden kann. 

Die Darstellung der Grundgleichungen für die genannten Bewegungen 
der elastischen festen Körper, wie sie durch Anwendung des eben angeführten 
Grundsatzes und jenes von (TAIemberl sich ergeben, wird Gegenstand der 
folgenden Paragraphen sein. 

Bewegung einer elastischen Stange^ welche durch Ausdehnung oder Zusainmen<- 
drflckung nach der Richtung der Centrailinien hervorgebracht wird. 

9. 

Eine am Ende A ihrer Lange befestigte elastische Stange (Taf. L 

Fig. !•) werde durch eine oder mehrere nach der Centrallinie AB wirkende 

Kräfte in der Richtung von A nach B, welche Richtung als diejenige der 

positiven dieser Kräfte angenommen wird, ausgedehnt; AB, die Lange der Gen-- 
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trallinie, 8ei=-tf Ax^^x, Aw' ='X'\-dx, so dafs 8x die Dicke der swi-* 
sehen den beiden Normalsciinilten an x und x' enthaltenen Normalschicht (des 
Elements) xx' bezeichnet. Nach Yerflufs der Zeit / sei durch die Aus- 
dehnung X nach M gekommen und xM==u, oder ilitf = or -j- u. 

Die der Normalschicht an A eigenthümliche beschleunigende Kraft sei 
X, welche diese Schicht nach der positiven Richtung der x von x gegen B 
m bewegen strebt. Die Spannung des Normalschnitts der elastischen Stange 
an x^ welche mit T bezeichnet werde, ist als eine den ausdehnenden Kräften 
widerstrebende oder ihnen entgegengesetzt von B gegen A auf den Theil xB 
der Stange wirkende Kraft zu betrachten, welche von einem Normalschnitt zum 
andern mit der Summe der den Normalschnitt spannenden Kräfte zugleich wächst 
und abnimmt und, wenn x in X'\-dx sich verändert, in T'\'dT übergeht, so 
dafs dT der Normalschicht an x als eigenthümliche bewegende Kraft angehört. 

Die beschleunigende Kraft X giebt, wenn dm die Masse der Normal- 
schicht an X bedeutet, die bewegende Kraft X8m und in dem der Zeit / 
entsprechenden Augenblicke der Bewegung sind demnach 

XÖIW + 5T 
die bewegenden Kräfte für diese Normalschicht, durch welche sie, wenn sie 
frei wäre, von A gegen B angetrieben worden wäre. (Wenn X positiv ist, 
bekommt dT, als eine mit Xdm gleichartige Function ausgedrückt, einen 
negativen Werth, weil dann die Spannung an x gröfser ist, als an x'f und 
umgekehrt, wenn X negativ ist). 

Die Geschwindigkeit, welche die Normalschicht an x nach Yerflufs der 

Zeit t in der Richtung von x gegen B wirklich angenommen hat, ist ^, und 

die ihr entsprechende beschleunigende Kraft ist -rri-' daher ist in demselben 

Augenblick die auf diese Schicht verlorne bewegende Kraft 

3*u 



(1.) = (X-^)8,n + dT. 



Die letztere Kraft des einzelnen Elements setzt nun Poisson (Traite 
de Mecanique No. 493) für sich gleich Null und erhält dadurch dieselbe Gleichung 

wie für die Bewegung einer Flüssigkeit in einer Röhre, nämlich -^p-s^^^Ji. 

Eine solche Annahme ist jedoch, wie oben bemerkt, nicht statthaft. Sie würde 

die Gleichung dT=^Q^ — Xjdm geben und dadurch, weil -g^ eine nach 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 2 
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X veränderliche Gröfse ist, za der Folgerung fahren, dafs die Spannung T der 
elastischen Stange in jedem Falle, auch wenn sie durchaus gleiche Normal- 
schnitte hätte und nur durch eine einzige, am Ende B ihrer Lange angebrachte 
Kraft gespannt würde, von einem Normalschnitt zum andern sich verandern 
mflfste; was offenbar unrichtig ist. 

10. 
Nach dem Princip von ifAlambert mufs dagegen die Summe jener ver-* 
lernen Kräfte (1.) im ganzen Umfange des Körpers gleich Null angenommen 
werden; woraus, wenn ferner aufser den Krfifien X noch eine weitere Kraft /i 
am Ende B der Stange nach der Richtung von A gegen B auf sie wirkt, die 
Gleichung 

(3.) f(X-^)dm+pi./dT = folgt 

Ute die hier angedeutete Integration auszufahren , ist die Gröfse u als 
eine Function von x auszudracken ; was mittels des Grundsatzes (§.7.) ge- 
schehen kann. Bezeichnet nfimlich 

Ji die Verlängerung der ganzen Stange nach t Zeit - Einheiten der Bewe- 
gung, in welcher die Dicke d^ der Normalschicht an x um du sich ver- 
gröfsert hat; 
JSx zdr Abkürzung die Summe /Xdm der Kräfte Xdm im Abschnitt xB 

der Stange; 
jS den Flachen - Inhalt des Normalschnitts an x: 
so hat man vermöge dieses Grundsatzes, und da hier die Spannungen und 
Ausdehnungen je zweier Elemente der Stange in jedem Augenblicke sich eben 
so zu einander verhalten wie im Zustande des Gleichgewichts mit der ganzen 
Summe der spannenden Kräfte, die Proportion: 

du:Jl= ^^ dx :f£±^dx, 

"l-T-O 

woraus du 

f^~* dx J 8 






Die Spannung des Normalschnitts an x in dem Augenblicke, auf wel- 
chen die Verlangerungen Jl und dm sich beziehen, ist, wenn b die eigen* 
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thflmliche Spannkraft der Stange für eine Fliehen - Einheit hezeicbnet: 

nnd es ist einlencbtend , dafs man in der Gleichung (2.) statt der Summengrörse 

fxdm 
fdT= {T)i^^ = —eJl jfr" den Werth von T fflr ar = mit ne- 

gativem Zeichen, nfimlich — bJI ^/'^ zu setzen, oder jener, nnr die 

Kräfte X in sich scbliefsenden Sammengröfse wegen, der Kraft p noch das 
besondere Glied —eJl J^ beizufügen hat. 

Die Gleichung (2.) , in welcher nunmehr die Veränderliche x ganz ver- 
schwunden und als veränderliche Gröfse, nebst t, nur noch die Zeitfiinction Jl 
enthalten ist, nimmt hiernach die Gestalt 

11. 

Man setze nun, die elastische Stange sei am Ende A ihrer Linge in 
lothrechter Richtung befestigt, und als ausdehnende Kraft wirke, aufser der 
am Ende B angebrachten p^ nur die eigene Schwere auf sie. Es sei ferner 

%g die Beschleunigung der Schwere, nämlich die Geschwindigkeit, welche 
ein im luftleeren Räume frei fallender Körper in der ersten Secunde 
erlangt ; 

ß das Gewicht der körperlichen Einheit der Stange; 

P ihr Gesammtgewicht. 

Dieses vorausgesetzt, ist X=2y, dm=—Sdx, Xdm^=^ßSdx, 
JSx=^ß/Sdx, /Xdm=: P, und die Gleichung (3.) geht in 

l-T-X 1-5-0 



2 



• 
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aber; welche Gleichung mit der in der angeführten Schrift „Über Gleich- 
gewicht etc. §. 1 96. u. 1 97.'^ auf anderem Wege gefundenen (wenn man wegen 
verschiedenen Anfangspnncts und entgegengesetzter Richtung der Abscissen x, 
in ihr / — x statt x setzt) identisch ist und welche, unter ^/ Verharzung statt 
Verifingerung verstanden , eben so wohl gilt, wenn die elastische Stange nach der 
Richtung ihrer Lflngen-Achse zusammengedrflckt, als wenn sie ausgedehnt wird. 

Bewegung einer elastischen Stange, welche durch Drehung um die Centrallinie 

(durch Torsion) hervorgebracht wird. 

12- 

Eine am Ende A ihrer Lflnge befestigte elastische Stange (Fig. 2.) 
werde durch eines oder mehrere Eräftenpaare nach bestimmt gedachter Rich- 
tung (wie sie der Pfeil andeutet) um ihre Centrallinie AB so gedreht, dafs 
diese Linie gerade bleibt. Dieselbe Richtung werde als die der Kräften-Momente, 
deren Werthe positiv sind, angenommen. AB, die Länge der Centrallinie, 
sei =/, As = s, As' = s-\'ds, so dafs d» der Dicke der zwischen den bei- 
den Normalschnitten an s und s' enthaltenen Normalschicht gleich ist. Nach Verflufs 
der Zeit / habe der Normalschnitt an s sich um den Winkel y aus seiner an- 
fänglichen Stellung, und somit der Normalschnitt an s' um den Winkel Y-^vy 
gedreht. 

Das Moment der der Normalschicht zwischen s und s* eigenthQmiich 
angehörigen bewegenden Kräfte, welche sie nach der angegebenen Richtung 
zu drehen streben, heifse F, und das Moment der Spannung des Normalschnills 
an s, mit welcher derselbe sich der Drehung widersetzt und welche durch 
die im Abschnitt sB der Stange angebrachten drehenden Kräfte hervorgebracht 
wird, sei r. Wenn s um ds zunimmt, geht t in r-f dr Aber und das Mo- 
ment der der Normalschicbt zwischen s und s' zugehörigen bewegenden Kräfte 
nach / Zeit -Einheiten der Bewegung ist demnach 

indem dl negativ ist, wenn F einen positiven Werth hat. 

In demselben Zeitmoment ist die Winkelgeschwindigkeit, mit der der 
Normalschnitt an s in der angedeuteten Richtung wirklich sich bewegt, =-j^- 
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Bedeutet nun 

dt die Fliehe irgend eines Elements dieses Norroalsciinilts am Puncte m; 

Q den Abstand dieses Puncts von der Centrallinie ; 

dm die Masse des Elements der Normalschicht am Puncte in: 

so ist, wenn übrigens ß und y die in (§. 11.) ihnen beigelegte Bedeutung 
behalten, drn = ^dids, und P* "jir 5^ = 5^-577^ P^^'ö* ist das Moment der 

der Winkelgeschwindigkeit des letztern Elements entsprechenden bewegenden 
Kraft. Daher ist, wenn ferner R statt des im ganzen Umfange des Normal- 

q'^ di gesetzt wird , -^ • -^^ R ds das Moment 

der der Winkelgeschwindigkeit der Normalscliicht entsprechenden bewegenden 
Kraft und 

das Moment der auf diese Normalschicht verlorenen bewegenden Kraft. 

13. 

Nach dem Grundsatze von d'Alatnbert müssen nun die Momente der 
verlornen Kräfte sfimmtlicher Normalschichten der elastischen Stange unter sich 
im Gleichgewicht stehen, oder es mufs das auf die ganze Ausdehnung der 
Stange bezogene Integral des letztern Ausdrucks för ein solches Moment gleich 
Null sein. Werden die Momente F weggelassen und wird an deren Stelle das 
Moment eines Kräftenpaares, dessen Richtungen in der Ebene des Normal- 
schnitts an B liegen, gesetzt, wodurch dT = oder das Moment der Span- 
nung T nach s beständig wird: so hat man die Gleichung: 



4. Ö-2y^4i^Äö'— = 0; 



indem das dem Moment Q entgegenwirkende (als positiv gesetzte) Moment r 
mit negativem Zeichen zu nehmen ist. 

Um den Winkel y als Function von s auszudrücken, hat man ferner 
nach dem Grundsätze in (§. T.)) im Zustande der Bewegung, wie im Zustande 
der ruhenden Spannung: 

^ ds /' ds 



«-i-ü 
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und , wenn y, der Werth von y f flr s = l ist : 

In demselben Ängenblicke aber, in welchem die Normalschnitte an s und B 
nm die Winkel y und /i sich gedreht haben, ist, wenn unter rj die eigen- 
thamliche Spannkraft der Stange gegen Drehung verstanden wird , das Moment 
der Spannung 

Die Gleichung (4.) geht hiernach in 



oder in 



ober. Sie enthSlt in dieser Gestalt nur nocii nach /, nicht aber nach s Ver- 
änderliche, und ist gleichbedeutend mit der in der angefahrten Schrift „Über 
Gleichgewicht etc." ($.210.) gefundenen Gleichung 

indem nach der dort angenommenen Bedeutung JSQs=:^ß/Rds und 



7-^o T-f.ü «4-0 



'/« 



Bewegung einer elastischen Stange, welche durch Biegung hervorgebracht wird. 

14. 
Eine am Ende A der (ursprünglich geraden) Centrallinie AB befestigte 
elastische Stange (Fig. 3.) werde durch eine am andern EndeB dieser Linie 
angebrachte , von B nach P gerichtete Kraft p so gebogen , dafs die Central- 
linie mit der Richtung der biegenden Kraft in einer Ebene bleibt« AB, die 
Länge der Centrallinie, sei =3/; der von A an gerechnete Bogen As=iSf 
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Äs^ = « -j- d«, Fflr die Corvo AB nehme man die anf BP senkrechte aß als 
Achse der x mit dem Anfangspunct in a an , so dafs für « = auch j? = 
ist; 9x sei ^y, aB = Xi. NachVerflnfs der Zeit t habe sich derTheiU^ 
der Centrallinie um den Winkel w, den die beiden Normallinien an A und s 
mit einander bilden, gebogen und es sei somit der von den Normalschnitten an 
s nnd ^ eingeschlossene KrQmmungswinkel = dcci. Die Richtung BP der 
biegenden Kraft, nnd folglich jene der Achse der x, werden als im Räume 
sich parallel bleibend angenommen ; aber x und y sind ebenfalls Zeitfnnctionen. 

So wie die Kraft p mit dem Moment p{Xi — x) auf den Normalschnitt 
an s wirkt und denselben um die anf der Ebene der gebogenen Centrallinie 
senkrechte Biegungs - Achse an s zu drehen strebt, läfst sich auch das Moment 
der Spannung, mit der diesur Normalschnitt sich der Drehung widersetzt, als 
das Moment einer im Abstände xB vom Normalschnitt in der Geraden BP 
von P nach B wirkenden Kraft r, oder die Spannung selbst als eine reducirte 
Kraft betrachten, deren Richtung jener der biegenden Kraft p gerade entge- 
gengesetzt ist. Diese reducirte Kraft ist, da der Voraussetzung nach die Stange 
nur durch die Kraft p gebogen wird , vermöge des Grundsatzes in (§. 7.) , in 
jedem Augenblicke der Bewegung nach s beständig; oder so wie dp ist dr 
in jedem solchen Augenblicke gleich Null. 

Die Bewegung, welche der Normalschnitt an .y bei der Biegung an- 
nimmt, entsteht durch die Drehung sSmmtlicher zwischen s und A enthaltenen 
Normalschnitte um ihre Biegungs - Achsen. In Bezug auf eine dieser Achsen, 
am Punct p, sei s = |jr, und in dem Zeitmoment, von dem es sich hier han- 
delt, x^=iX9 yz=^, und der Winkel ü} = iw. Bezeichnet, wie in (§. 12.), 

dm = ^did^ die Masse des Elements am Puncto m der Normalschicht an s, 

nnd bedeuten ferner zur Abkürzung 

s^ das Quadrat (a? — lO:)* -f (y — tyf der Sehne ps: eine symmetrische Func- 
tion von 9 und iS, welche sich nicht Ändert, wcqu in ihr 1—9 statt s 
und zugleich / — i^ statt iS gesetzt wird; 

8 den Fliehen -Inhalt des Normalschnitts an s und N dessen Drehungs- 
moment in Bezug auf seine Biegungs - Achse ; 

ijS und liV dieselben auf den Normalschnitt an p bezflglichen Gröfsen, welche 
von jS und N nur dadurch sich unterscheiden , dafs in ihnen i« an der 
Stelle von s steht: 
so ist {pm)\Bm das Drehungsmoment des genannten Elements der Normal- 
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sciiicht an s in Bezug auf die Biegnngs - Achse am Punct p und, wie in der 

angef. Schrift ^Über Gleichgewicht etc. §.216.'' gezeigt ist, (^\S-{-N)^d9 

da. Dvehungsmoment der Masse der Normalschicht in Bezug auf dieselbe Achse. 
Das Moment der der Drehung der Normalschicht an s um die Biegungs - Achse 
am Punct p, wie sie wirkUch Statt findet , entsprechenden bewegenden Kraft 
nach t Zeit- Einheiten der Bewegung ist daher 

Nun hat man nach dem Grundsätze in (§. 7.) 

VilO . C7tü -^ . -^ 

und, da wahrend der unendlich kleinen Zeit dt die Abstände x^ — ^x und Xi — x 
nur um unendlich kleine Theile sich verändern, auch 

Das eben angeführte Moment lafst sich daher auch 

setzen und, indem man mit Xi — iX dividirt, die bewegende Kraft selbst 

oV x^ — X 2g\ ^J\ / 

Eine solche Kraft giebt es für jede Biegungs - Achse zwischen A und s, 
und die Summe dieser Krfifte ist, indem man, was erlaubt ist, diS statt d^ 
setzt, der von i^ = bis i« = ^ zu nehmende Integral - Ausdruck 

in welchem — - — nach s und i^ constant ist. 

Dieser Ausdruck kann mit vorgesetztem negativen Zeichen , da dT = 
ist, zugleich als der Ausdruck der auf die Normalschicht an s verlorenen be- 
wegenden Kraft angesehen werden. 

15. 
Wird, wie es das Princip von d'Alamberl fordert, die Summe aller 
verlorenen bewegenden Krflfie im ganzen Umfange der Stange, wozu noch die 
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Kraft /» — - r zn addiren ist, gleich Null gesetzt, so ergiebt sicli die Gleichong 

in der die Spannung x, nach e oonslant, = — --- — «3- ist, nnd aus welcher 
mithin die weitere Gleichung 

folgt, welche mit der in der angef. Schrift „Über Gleichgewicht etc. §. 226/' auf 
anderem Wege gefundenen Gleichung, in welcher — ^ eben Das, was hier ^, 
und X Das, was hier x^ — x ist, dann übereinstimmt, wenn das dortige Integral 

16. 
Dafs die letztere Gleichheit wirklich Statt hat, lifst sich auf folgende 
Weise zeigen. 

Nach (§§.214. und 216.) der angefahrten Schrift ist 

Zxs = ßf(i.'^-\-tN)dts; 

• 4-0*" 

wo alle Zeichen dieselbe Bedeutung haben, welche ihnen hier beigelegt ist; 
mit der Ausnahme, dafs iS und s vom freien Ende B der Centrallinie , nicht 
vom festen Ende A derselben an gerechnet sind. Setzt man daher / — ^9 
statt 1^ und / — e statt s, wodurch di^ in — diS, de in — ds flbergeht und 
«f sich nicht verändert, so wird 

2xs = ß/(Jt^,S+,N)^^s und f^ds = ß/ (/ (''' 'p''^ d,s) de; 

wo nunmehr iS und s vom festen Ende^ der Centrallinie an gerechnet sind; 
so dafs eben jene Gleichheit darin besteht, dafs 

*H-Ü I-T-* 1-r« «4-0 * 

ist; in welchen beiden Ausdrücken alle Zeichen ganz dieselbe Bedeutung haben. 
Es sei nun JF eine beliebige Function der beiden von einander un- 
abhfingigen Yerfinderlichen s und gS, welche nach e und iS so integrirt werden 
soll, dafs 9 wenn man zuerst nach iS integrirt, das erste Integral von bis s, 

CreUe*! ioonud f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 3 
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und sodann das zweite Integral nach s von bis I, den flufsersten Grenzwerthen 
von s und i«» genommen wird. Wären die Grenzen der VerAnderlichen iS un- 
abhängig von 8, so liefse sich ohne Weiteres die Ordnung der Integration um- 
kehren und zuerst nach Sf und dann nach iS integriren. Da aber die eine 
Grenze des Integrals nach i« von s abhangt, oder s selbst ist, so mfissen die Gren- 
zen des ersten Integrals, wenn es nach s genommen wird, bestimmt werden. 
Diese Grenzen sind aber keine andern als / und iS, oder es mufs bei der ersten 
Integration s von i^ bis /^ und bei der zweiten iS von bis / genommen worden. 
Dafs Dem so sei, zeigt ein Blick auf die nachstehende Zeichen -Gruppirung: 

K^ i^/., K. 

WpO Mpi tp2 Mfli 

17V0 jpi irn -gpz 17V4 

^IV' ^IV' ^IT' ^IV' ^IT' 

etc., 
in welcher die römischen Ziffern auf die Werthe von s, die arabischen auf 
jene von i^ sich beziehen. Die Gröfsen F, welche die Zeichen vorstellen 
können auf zweierlei Art zusammengezählt werden. In dem einen Falle wir 
zuerst jede horizontale Reihe fflr sich summirt und es werden hierauf alle 
diese Reihen zusammengenommen: im andern Falle wird zuerst jede verlicale 
Reihe fflr sich summirt und es werden dann alle die^e Reihen addirt. Der 
erste Fall entspricht der Integration zuerst nach iS und dann nach s, der 
andere der Integration zuerst nach s und dann nach iS, und es ist augen- 
scheinlich, dafs in jenem Falle iS von bis s und s von bis /, in diesem 
aber s von is bis / und iS von bis / zu nehmen ist. In beiden Fällen 
mufs die doppelte Summation dasselbe Resultat geben und es mufs demnach 



sein, oder auch, wenn man im zweiten dieser Ausdrücke, was erlaubt ist, s und is 
verwechselt und mit iF die so veränderte Function F bezeichnet: 

/(yFöi*)e* =f(AFdts)d9, daher femer 

indem nämlich bei der Verwechselung von s und i^ die Gröfse £ ungeändert 
bleibt und jS» und ISl nur s, ^8 und |iV nur iS enthalten. — Was zu erweisen war. 
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17. 
Die Anwendung des Grondsatzes von tTAlamberf fahrt demnach in den 
drei hier betrachteten Fallen der Bewegung elastischer fester Körper auf die- 
selben Grundgleichungen der Bewegung, welche in der angefahrten Schrift, 
j^Über Gleichgewicht etc/* aus einer etwas verschiedenen Anschauungsweise 
sich ergeben haben, nicht aber auf jene, welche sich in dem genannten Werke 
von Paisson entwickelt finden. 

In Bezug auf die Integration der hier dargestellten Grundgleichungen, 
so wie in Bezug auf einige andere mehr zusammengesetzte FflUe der Bewe- 
gung solcher Körper, ist ebenfalls auf die erste Schrift zu verweisen. 

Noch mag bemerkt werden, dafs nicht nur die Gleichungen des soge- 
nannten änfsern Gleichgewichts der elastischen festen Körper, nSmlich des 
Gleichgewichts, welches zwischen den aufsern spannenden Krflften unter sich 
bestehen mufs, so wie die Bedingungsgleichungen fflr das Gleichgewicht der festen 
Körper Oberhaupt, welche durch das Princip von d'Alamberl auf das Gleich- 
gewicht zwischen den verlorenen Krflften bezogen werden und die, so wie jene 
des iufsern Gleichgewichts, den Körper den sie betreffen in seiner Gesammt- 
heit und als Ganzes umfassen müssen : sondern vermöge des Grundsatzes (§. 7.) 
zugleich auch die Gleichungen des innem, zwischen den spannenden Kräften 
und der Spannkraft der Körper an ihren Querschnitten bestehenden Gleich- 
gewichts, ebensowohl auf den Zustand der Bewegung der genannten Körper, 
von der hier die Rede ist, als auf den Zustand des Gleichgewichts derselben 
Anwendung finden. So mfissen z. B. fOr das innere Gleichgewicht eines ge- 
bogenen elastischen Körpers, nach der angefahrten Schrift (§. 33.) und mit 
Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen, die Gleichungen 

1) fudi = 0, 

2) futdi = 0, 

3) im/ii^di — px = 0^ oder nach (§. 215.) 

Statt finden. Die dritte dieser Gleichungen kann, wenn ^ aus der obigen 

Gleichung (6.) als Zeitfunction abgeleitet ist, dazu dienen, dieKnd p, welche 
in irgend einem Augenblicke der Bewegung der Spannung des Körpers das 
Gleichgewicht hält, zu bestimmen. Aus den beiden andern Gleichungen aber, 
welche von der Zeit unabhängig sind, folgt, dafs die Drehung der Normal- 

3» 
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schnitte des Körpers während der Bewegung stets nm dieselben Axen Statt 
hat, welche fQr den Zustand der rohenden Spannung sich ergeben. 

Femer mag hier noch die Andeutung Platz finden , dafs Nichts hindert, 
die Möglichkeit des gleichzeitigen Nebeneinanderbestehens mehrerer Folgen von 
Schwingungen in elastischen festen Körpern anzunehmen; so dafs die Schwin- 
gungen jeder Folge unter sich gleiche, aber eine andere Dauerzeit als jene 
der flbrigen Folgen haben, und dafs hierin die secundaren Töne, welche neben 
den Haupttönen an diesen Körpern öfters wahrgenommen werden, ihre Er- 
klärung finden können. 

Die erwähnten Gleichungen mit partiellen Differentialen, welche im 
„Traite de Mecanique T. IL** mit grofsem Aufwände analytischer Gelehrsam- 
keit weiter behandelt sind, bilden die Grundlage der Lehre von den Schwin- 
gungen der biegsamen Saiten, sowohl als der elastischen festen Körper; wie 
sie in den Werken der französischen Mathematiker entwickelt und auf den 
physicalischen Theil der Akustik angewendet ist. Zwar findet man in ihnen 
häufig zur Bestätigung der Sätze dieser Lehre die Übereinstimmung derselben 
mit der Erfahrung angefahrt; allein eine solche Berufung kann, wie Dem auch 
sei, einer Theorie, welche erwiesenermafsen auf unrichtigen Vordersätzen beruht, 
offenbar nicht als Stütze dienen, und der Verfasser dieses Aufsatzes glaubte 
weder hierdurch, noch durch die hohe Achtung, von der er vor Männern 
wie Poisson und dessen Vorgänger sich durchdrungen fohlt, sich abhalten 
lassen zu dürfen, seine Bedenken gegen jene Lehre auszusprechen. Über- 
haupt mag das Gesammt-Ergebnifs der vorstehenden Erörterungen wohl zu 
dem Ausspruche berechtigen, dafs der genannte Zweig der mathematischen 
Physik , so weit er auf die Schwingungen der elastischen festen Körper Bezug 
hat, noch eine grflndlichere Ausbildung, als die jetzige Literatur sie aufzu- 
weisen hat, wünschen läfst. 

In dem Werke Eulers: „Methodus inveniendi lineas curvas maximi 
minimive proprietate gaudentes, Laus. 1744,'^ findet sich eine Auflösung des 
Problems von den Transversal - Schwingungen einer elastischen Ruthe, welche 
von der der französischen Physiker sehr wesentlich abweicht, aber eben so 
wenig wie diese als befriedigend möchte gelten können. Was Ejuler in ^Novi 
comment. acad. Petrop. T.XV, 1770 und T. XX, 1775'' über die obengenannte 
Art der Bewegung elastischer Körper gegeben hat, trifft dagegen in der Haupt- 
sache mit der französischen Behandlungs weise des Gegenstandes zusammen. 

Stuttgart, im Juli 1849. 
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2. 

Snr quelques applications des d^terminants 

ä la G^om^trie. 

(Par Mr. Joaehimsthal de Berlin.) 



•le me propose dans ce memoire d^ötablir par la theorie des deler- 
minants quelques formales relatives a Taire da triangle et au volume de la 
Pyramide. Les problemes que j^ai trait6s sont on ne peot plas simples; mais 
OD accordera peot-^dtre quelqae attention a la mühode qoe j^ai employee. 
Je commence par quelques explications. 

Oa nomme determinant des n" quantites 

•^1 Yi ^i • • • • fi 

^2 y2 ^2 • • • • ^ 



•^n Xn ^n • • • • 'n 

le denominateur commun iV qui se presente dans la resoluUon des n equations 
de prämier degre a n inconnues 



Pour fixer les signes des termes, je supposerai positif le prodnit ^i, 3^29^39 •••• ^n 
qui fait partie de N. On sait qua iV= est la condition pour qua les equations 






0, 



soient eompatibles entre elles. Les calculs suivants ötant presque tous des 
applications continuelles du thioreme de la multiplicalion des d^terminants, je 
▼als expliquer rapidement ce th6oreme pour eviter aux lecteurs la peine de 
le chercher aiUeurs. 



V — ar^-|-yi7 +«?, 


A^ 


ltt,t — iPSi-\-yvt-\-«^t, 


f',t 


^j_x&4-r'7i+«£»» 


l^,^ 


je dis qa'on aura 




(x y 


z 


(1.) det. j x^ y\ 


«» 


\^2 y» 


«a 
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En öcrivant comme soU 

= iPj +yi»7 +«!?, ^o = a?2?i+rj»7 +«2?» 

il *? C J ( Ai,o Ai,i ^1 

fi »7i ?i [ = det. j /i^ ?,,! /i,5 
SJ ^J 5i J l «1,« 'u,l »2,2, 

00 bien 

(2.) |a?(ri«2— «ir«)+y(«i^« — a?i«a)+«(a?iyj— a?ay,)| |?(*7iSj— »72Si) 

. +*7(&^2-I.S2) + C(i7il2-^ii?2)| 

= Avü («1,1 '2,2 — Aj,i (1,2) "r •!,« (%i ^,2 — ■«,! %») T %« C^i '1,2 — '1,1 »11,2) ; 

et la formale analogue convient egalemeot aux d^terminanls d^an ordre qael- 
conque. On peut la demontrer en resolvant de denx manieres diff§rentes les 
equations 

h, = xJJ^y,V-\-zJV, FF= >'\'l,v^^w. 

u, V, w ötant les inconnnes. En effet, on peut comniencer par substitner les 
valears de U, V, W dans le premier Systeme, ou en exprimant 17, V^ W 
a Taide da premier Systeme; on snbstituera ensuite les expressions troavees 
dans le second Systeme. En comparant les valeurs de Up v, w obtenaes par 
ces deax möthodes, oa sealement les d6nominateurs , on tombera immediate- 
ment dans la formale (!.)• 

Un cas particalier merite encore quelque attention. Snpposant 

x = ^, y=^ri, etc. etc.; 



mettaot de plus 




♦0 = a?»4-y*+a;», /»^ 


= ara?i-|-yy, + ««i, 


*i = arJ-j-yi+«J, p^ 


= a?x,-f yyj-f-««;,. 


*2 = aj^-j-yj-j-^» /'i,* 


_ a?iar2-|-y,yj-f Sf,«j, 


les formoles (1.) et (2.) deviendront: 




Iw y arj* 


*U P0,t POyi 


(3.) d6t.|xi yi Zi = 


• det. 1 po,i *i ;»i,j| ; 


(x, yj «I 


\PiKt Pl,i *2 



(4.) {ar(yiara — Ä^y,) + yiz^Xt — Xj«,) + «(j?,y, — y,x,)}= 
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On a egalement 

X y z t\* /*„ p^i ^„,, p^i 

(5.) d6».;*^ >•» *^ M .= d6tV"' '» f'^' P'^ 

^2 fl *2 fl| j/^ü,2 /'m ^2 f^2^| 

^j >'j «^3 6/ V/^ii^ Pia Pi,^ *3 

La valenr da determinant a droite est 

(5 bis.) ^0*1*2^3 — *U*lK3 — *2«3Ki + 2*ü/'l/2;>l,3/^2,3 + /^2,i;>2,3 " 2/^/^2,3/^0,2/^1,3 

^0*2/^1,3 *1*3/'^2T 2*1/^0,2/^0,3/^2,3 -j- /'ü,2/^|3 ^Po^lPl^P^^Plfl 

*ü*3/'l,2 "*l*2/'o,3 T 2*2/^0,1/^0,3/^1,3 -f /^ü,3/'l,2 — 2/>u,2/^l,8/'0,3/^l,2 

+ 2*j/la,i/>t^/>i,2 . 

Tonles ces relations seront applicables aux formales de Geometrie 
analytique qui se presentent sous la forme des döterminants. Je n^eii citerai 
que deax; savoir, celle de Taire du triangle et celle da volume de la pyra- 
mide trian^laire exprim6s par les coordonnöes rectangalaires des sommets. 
Seit A Taire du triangle forme par les points Cor, y) , (^r. , y^ , {x^ , y^ , on a 

130 y \\ 
^i Xi l/i 
X2 r, 1) 

oa hien, Torigine ctant un des sommets, 

±2A = .^1X2 — ^2X1 = d6t}^* ^'1- 

T^2 yi) 

Le volume de la pyramide dont an des sommets est a Torigine, peat dtre 

exprime par la formale connue 

.xyz 

±6P=x{yiZ2—y2Zi)'\'y(ZiX2—x^Z2)i'Z{x^y2 — X2yd = mA^i Yi «^i). 



et dans le cas gönöral par: 

fx y z \ 

(7.) ±6P = l" y' *■ 3 ,. 

Ces prdliminaires poses, j'entre en matiere. 

2. 
Probleme. Exprimer l'aire d'an triangle aa 
trois cötes. 



[a?2 Yi «» 
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Soient 

r?+m"ij+n" = 

les equations des cötes, et {pc,y) le point dMntersection de la seconde et de 

la troisieme droite, {x\ y') le soinmet opposö a la seconde droite, et {x'\ y") 

le troisieme sommet du triangle. On aura evidement les neuf öqnations: 

te^ „ly^ n = p, ra?+ m'y + n' = 0, Ta? + my^n'' = 0, 

rar+ mV + n' =0, /V+ my + n' = ,^', /'V + m'y +ii" = 0, 

oü /i^ p\ p^^ designent trois quantit^s, differentes de z6ro, dont nous döter- 
minerons les valears ci- apres. 

Formons les döterminants des cötes a gaacbe et des cötes a droite, et 
egalons ces expressions. Le däterminaiit des cdtes a droite 

p 

;i' 

/i" 

est ;9/ly^ Le detenninant des cötös a ganche est, saivant (1.), döcomposable 
en deox factears 

IX y Vi [/ m n ] 
x' y 1 detjr m' n'L 
x" y 1) (r m" n") 

dont le premier est au signe pres la double aire du triangle donnö, ou bien 
= +2A. En ecrivant 

il m n \ 
V m' n'\ = l(m'n"'^m''n')'\-IXm"n—mn") + r{mn'—m'n), 

on aura 

(10,) ±2NA = ppy. 

On trouvera la valeur de p en eliminant x et y des equations 

/a?-[" my-^-n—p^:: 0, 

Vx^ mV+ii' = 0, 
rx+my^n" = 0, 

ou, ce qui revient au möme, en substituant n—pan dans Tequation N=0. 
Cela donne 
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iV 

iV 



(lt.) A 



= (Vm"-'m'i")p et «giilemeiit 
= (V'm — lm")p', 
= (Im' —mV)p"; 

N* N* 

^ * (Ptiif'—mfr)(rm-'m''l)(hnf—ml') ~ -* dN dN'W' 

dn 'Si?' dn" 



CoroUmre. D est aisö de troaver maintenant les valenro des cötös. 
Soit f la longnear da c6\k reprösentö par la premidre Ration (8.) 
et n la haatear correspondante , on aora 



fn = 2J; 



n 



d*on 






N 



I^W^m*) 






3. 
Probleme. Troaver le volome d^one pyramide triaognlaire des öqaa- 
tions des faces. 
Soient 



(12.) 



*f+*'i? + *"?+*"' = 0, 

les equations des qaatre faces, et (ic,y,z), (x', /, «*), (ar", y", «"), (a?"', y"', «'") 
les sommets respectivement opposes. On ponrra ^tablir seise öqaatioiis ana- 
logaes aax neaf eqoations da No. pröoödent, et on obtiendra par le mdme 
proc^dö 

a" et"\ tx y « 1\ 



(13.) d^L 



a a 

b V b" b'" 

e e c" c"' 

d d' d" d"'l 



• döt. 




«* y' V 1 

or" Z' «" 1 

" /" «"' i; 



pp'ffy\ 



oä 



;»' =:r *4?-fyy-f 6"«-i-6"' etc. eta 

Crellc't Jovnial £ d. M. Bd. XL. Heft t. 
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En dösignant par N le premier döterminaiit de la formnle (12.) 9 on anra 

A^ etant linöaire par rapport aax quantitös a^'\ V", t/", d'". Mais comme 
p est donnö par T^quation iV=0, ou af" a 6\6 remplacö par af"—pf on 
trouvera 

d«w ö6« öe^ arf'» 

Le second d^termioant de (13.) est an signe pres, six fois le voltime P de la 
Pyramide, comme je Tai indiqaö dans rintrodaetion, donc neos aarons 

(14.) P = ±i ßjy dff gjy gjv • 

daf" dtf dd" dd'" 
VoUa la formale demandöe. 

Corolimre. 8i A, B^ C, D sont les aires des qoatre faees correspon- 
dantes anx quatre iqaations (12.) ; et si ti est la haatenr abaissöe sar A, on 
anra les eqoations saivantes: 



par conseqnent 



-^•(«»+««+«-') 



'^ = ±*^'-^^*^r^ «» *8^«'"«°» 



+ *-ZV 



8o" öc« a«r' 

dJy öiV ÖA ' 



(16.) 



do^ de« arf"' 
■35» Ö4«' örf»» 

^ — i*^ ajv 8jV ajv_ 

da/" Btf^ dff" 
Voila les expressions des faces. 

En comparant le prodoit ABC a P', oü a 

(16.) P» = ±|^BCy(aH«"+0»^(**+*"+*"')y(c»+c^+0-^ 
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Supposons (ce qai est evidemment permis) que a, a', a" soieDt les 
cosioas des angles qae la perpendiculaire abaissee de Tori^ne sor la face 
A fait avec les axes positifs; et ainsi ponr B et C. Nommons en oalre l, 
m^ n les angles diedres de la pyramide entre B et C, C et A, A et B et 
prenoDs rorigine dans rintörieur de la pyramide, od aura 

fl^+o^+o''^ = b'+V^i^b"^ = c'+c^+c^'^ = 1; 
*c+*V+*V' = —cos/; eai-cfi^^(/'a" = — cosm/ 

ab^i^V'{-a"b" = -cosn. 
En formant le döterminant N on troave 

Le carre de cette expression se transforme a Taide de (4.) en 

_ (4» ^ Ä'^ 4- ft'«) (cfl 4- cV + c' V) _ (c^ + c« + O (fl* + ö'*' + «"*") 

= 1— cos/' — cosm' — cosn' — 2cos/cosnicosn 
et il en rösolte 

(17.) P' = fJfiCy(l — cos/' — cosm'— cosn'— 2co8/cosiiicosn): 
fonnoie qnl exprime le volome d*ane pyramide par trois faces et les angles 
diedres qu'elles forment. 

Comme je reviendrai plus tard ä la pyramide, je passerai i present 
a d'aatres problemes qni penvent dtre resolus par les formnles (3.) et (4). 

4. 

Probleme. Tronver le rayon du cercle qni passe par trois points 
donnis. 

La senle difficültö est ici de tronver nn proe^de symötrique ponr Töli- 
miaation de a et /9 entre les trois öqnations: 

j(a,_a)'+(y-/9)'-r' = 0, 
(18.) (a/-a)' + (/-/3)'-r' = 0, 
((a/'-.a)'+(/'-/9)'-r' = 0. 
Mettons 

Iw — a y — ß ^y— 1) 
a/'_a y-ß ry-i) 

on anra snivant (3.) et (4.) 

4* 
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1*0 Pf^ Pi^\ j*o = (a?— ci»)+(y— /?*) — r*, 

PiKL 'i PtA oü kt « (a?-a)(a?'-a)+(y-/9)(/-/9)-r*, 

Mais, en ayant ögard aux öquations (18.) ^ U vient 

et 
donc 

et de möme 

f, gf h ötant les troia cöt^a da triangle formd par lea points donnös. U 
en rösnlte 

Mais OD a*) 

ar"~« y^— /9 ry-1) (a/' y" r^-l 

Ia: y Ij 
ar* / l! = 2ri—\.Ai 
«« y 1) 

^ itant raire da triangle; dooo '-if*^/i? = (2ry-i.Af^ oo bien 

(19.) r==-^. 

CaroUaire. La formiüe pröcödente, qm e^qprime an tb^reme bien 
conna, oondnit immMiatement A T^ation da rayon d^nn cercle qui en toache 
trois aatres. 



*) Poor äclairdr la ridoction advante k ceox dont la thteria des d^lerminants n'est 
pas fandlitee, je remarqae qa'oa a 

mi^X^i y «f!«daJjr' y «fj+dan y *% 

paroeqa'on d^tenninant est nne foaction lineaire par rapport aox ä^ments d'ane colonne 
herixontale ea verticale. Si Fon a « a 2' sa z^^ le second d^tennlnant k droit s'öva- 
nouit, deox des colonaes Terticales Aant eompos^es d'ilements <gaox. 
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Soient O le centre et q le rayon do cercle qni loache de la mime 
maniöre les trois eirconförences soppos^es extörieares les ones aax autres; 
soient de plus a et 6 deaz points de contact, r et r' les rayons des circon- 
ferences correspondaDtes , et JL et leors centres. Dans les deux triangles 
AOB, aOb qui ont Tang^e O en comman, on anra 

(19.0 ^io^if^iiiJSi^^^eäi). 

Mais ÄO—BO = ±{r — r'), et la racine du nomeratenr sera la longeur de 
la taogeDte commane externe prise entre ses denx points de contact Donc, 
en designant par F, G^ H les distances des centres A, B, C anx centre 
dn cercle demandö, par* ff g^ h les tangentes commnnes externes definies 
comme ci*dessus, et par f^ ^^ K les distances hc^ ca^ iA oii a, b, c sont 
les points de contact des circonförences (0) et (A)^ (B)^ (C), on aura sni- 
vant (19».) 

JL — f lü. _ 9 JL — * 

9 ~ •(6Ä) ' Q — ViFH) ' Q — V(FG) 

et a cause de (19.) 

r^h'^ = ^,«{(/''4.y4.Ä')(r+iy'-A')(r-/+Ä')(-r+y+Ä')}, 

on Faire A est exprimöe par les cdtes. En y snbstitnant les valeurs pröce- 
dentes, on obtient 

(19 bis.) /VA* = 

Cette formnle remarqnable donne le rayon q^ parceqne les trois 
distances inconnnes F, G, H döpendent des qnatre rayons q, r, r', r" par 
les relatlons 

F = 9±r, 

G = p±r', 

Si le cercle cherchö ne tonche pas tontes les circonferences de la 
mdnie mani^re, deux des quantitös f, g^ h deviendront des tangentes comniunes 
internes« Si les cercles ne sont pas extörieurs les uns aux autres ^ il faut 
faire les changements nteessaires, qu*on trouvera sans difficnlti. 

Carottaire 2^. Le procede symitrique dont nous avons fait usage, 
foumit aussi des moyens pour la resolution d^un probleme relatif a rellipse, 
analogue ä eelui que nous yenons de dövelopper. 
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5, 
ProblSme. Determiner Taire d'an triangle inscrit ä one ellipse. 
Soient (x,y)^ (^'>/)^ (^"*y") trois poinls de Tellipse 

f, ff, h les Cordes entre ces points respectivement opposes a eux, D, D\ V 
les trois demi-diametres paralleles k fy g^ h e\ A Faire du triangle inscrit. 
Mettons 

- X i-^ 

N = m.U- 4- i-i) = ^Ä; 
\a ' i ab 



donc 



y-t 

a ' 






0,2 ;>i,2 *2 ) ^1,1=-^+^— 1 etc. etc. 

En ayant egard a röqnation de Pellipse^ on aura #o = 'i = ^2 = et 

A^' = 2/^0,1 /io,2 ;>i,2. Mais 

on bien 

;>o,i = — ijjwTi et iV^ = 2poßPü;tPi,i = — i ipi^^Df^ 
U sait de la 

(22.) J = i«» ^^ 

c^est a dire: 

La double aire d^nn triangle inscrit a nne ellipse est an prodoit des axes 
comme le prodoit des cdtes ao prodnit des diametres paralleles. 

CoroUmre P\ Ponr on cerde qoi passe par les mömes points on aora 

r etant le rayon do cerde: donc 

En diTisant cette relation qai n'est pas aotre qae (19.)« par la formale (22.) 
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on en tire 

DDßjy 

(23.) r = -^^, 

c'est a dire: 

Le rayon d^un cercle qui passe par trois pointsd'ane ellipse est 6gal au 
prodait des demi-diametres paralleles aox cötös du triangle inscrit, divise 
par le prodait des demi-axes *)• 

Corollaire 2^. L^eqaation de la conique, rapportee a an des foyers 
comime ori^ne, 

se prete ä an calcol aoalogue a celui qoe nous venons de developper. Soient 
8, t, u trois cordes menöes par le foyer et paralleles aux trois cötös d'un 
triangle inscrit, O ane quatrieme corde passant par le foyer et perpendicu- 
laire au grand axe, et r le rayon du cercle qui passe par les sommets du 
triangle inscrit, on anra 

(24.) r = i}/(^)- 

CoroUmre 9^. Les formales precödentes sont snsceptibles d'une ge- 
nöralisation qua J'expliqnerai rapidement. 

Seit 

r^ation d'one coniqne, et soient {x,y\ (x^,y)^ C^^/') ti^i^ points qnel- 
conqnes sitnös oo non snr la coniqne. Mettons 



*) Yoir ca Joornal VoL XXXDL pg, 138 ou j'ai donn^ one demonstratlon g^ometrique de 
ee thterime fondöe sar la th^orie de la projection orthogonale; ce qa'on pourrait faire 
enoore poor d'autres th^orämes du memoire acloeL Poor mettre d'accord le texte de 
la demonstratlon avec les figores, il faut lire ^^Concevons le cercle dont rellipse est la 
proj. orthogonale, ao lieu de Projetons reUipse de manidre qn'eUe devienne an cercle." 
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Mettons de plus 



N = d6t. 



^ 



dit. 



£1 

a 
a 

a 
a 



y_ 
b 

t. 
b 

b 

y_ 

b 

y_ 

b 



a b 



A etant Taire du triangle forme par les 

4A* 



±«3-. 



T2^ 



;rois points, on a 



iVA^' = - 



7«T" 



Mais en vertu de (1.) 



AW' 



dODC 



Po,2 Plf2 *2 



(25,) A = i(aft){— «ö*iJi+«^a+#ip2;2+*Ä — 2/iü,i/io.2/^^^^^^ 

Cette formale embrasse un grand nombre de cas. Poor od triangle inscril, 
OD a «*==9|=«2 = et on retroove les formales d^ji developpees. Pour 
trois points conjagaös, c'est a dire poar trois points tels qae la polaire 
de cbacan passe par les deax aatres, on a p^^g = p^^ = Pi,2 = 0, et 

A = j^(,ab){— 9^182)^. Mais Texpression y^-^-Tr) designe la distance d'un 

point au centre de la conique^ divisde par le demi*diametre dont la direction 

colncide avec cette distance; donc: 

e, ei^ 62 etant les distances de trois points conjugues au centre de la conique, 
ä, dl, äz les demi-diametres dont les directions colncident avec e^ e^^ e^i 
Taire da triangle entre ces points conjaguös sera ögale a 

(26.) ^ = i«6j/(_(^-t)(if-l)(ij-l)); 

a et 6 ötant les axes de la conique. 
Passons maintenant a la sphere et a la pyramide. 
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6. 
Probleme. Trouver le rayon de la sphere qui passe par quatre points 
donnes. 

Soient X la distance des points (0^3, ^3, 2^3) et {x, y, z)^ 
X' Celle entre (3^2, y2 9 «^2) et (a^i, yi, z^); 
u la distance des points (0^3, ^3, z^) et (a?i, y\^ Zg)^ 

fi' Celle entre (a^a, y2^ ^2) et (x, y, ar); 
V la distance des points {x^^ ^3, stj) et (otj, ^2^ «^2)9 
y Celle entre {x, y, z) et (arj, y^, sr^); 

alors l et ^'^ ^ et fJ, v et 1^ seront des aretes opposees de la pyramide 
triangulaire entre les quatre points donnes. Le procede d'elimination de a, ß, y 
entre les quatre equations 

{x-o)^\{y-ß?\{.z-rr-r' = 0, 

(^i-«)H(yi-/5/+(3^i-y)'-^ = 0, 

^^j.^^aJJ^iy^-ßf^iz^-rr-r' = 0, 
{x,-af\{y^-ß)^\[z,-Y)^-r' = 

est le möme que celui du No. (4.)* Posons 

X — a y — ß z — y ^V— 1\ (^ y ^ r|/— 1 

Ar=det.h-° '"'i *'-'' '•';-; =dah ^* '=• 'i-» 

]x2 — a yt — ß Zt—y ry—U ix^ y^ a;, ry—i 

= +6rPy— 1, 
P etant le volume de la pyramide triangolaire. Or en vertu de (5.) 

» Po,i Po,2 p,^\ l —^v"—^fi'' -^X* 

/»u^ /»M /»v *s^ '—^A' — iA** — i»^ 

car 0={x — aY-\-{y—ßf-\-{z — yf-—r'=O et de möme *i, *2» *s; et 
2po^ = 2(a:-«)(a?,-a) + 2(r-/?)(y,-/9)+2(«-y)(a;,-y)-2r» 
= _{(af-a?,)H(r-yi)H(«-3'i)*} + *o+*i = -r« 
et de mdme ponr /»^i, /»,,,,, /9i,2, pi^, pt^. II snit de la 

10 —v^ —fi'^ —X» 
«/» — i" — ii?l 
-^« ~A« -W- 
_A* _^» _v» 

CreU«*t Jonrnal f. d. M. B4. XL. Heft 1. 5 
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La valeur du dernier determinant se transcrit de (5 bis), et on obtient 

Mr. Grelle a donne le premier ia forme remarqnable de celte relation 
qu'on tire sans peine du procede d'elimination dont noos avons fait usage. 

Corollaire 1^. On peut obtenir une formule analogue ä (22.) rela- 
tive au voIume d'une pyramide triangulaire inscrite ä un ellipsolde. Soieut les 
quatre points {x, y, z\ (J^i, /i, z{) etc., sur I'ellipsolde 

et L, li, M, M!y iV, iV^ les demi-diametres paralleles aux aretes X, V, 
t^y /^^ Vy y'f on trouve par an calcul semblable a celui du No. (15.), pour 
le volume de la pyramide: 

(28.) P = A(«»^)j(^ + Ä + imr)(^+Ä-w) 



^ vX27 MM' "r JVA'/V LU ^ 1Sm> t IfWJi ' 



D6signons le radical de celte formale par T et celni de (27.) par 8, 
le rayon de la sphere qui passe par quatre points de Tellipsolde sera 

Si les quatre points, au lien d'ötre situes sur la surface, forment un Systeme 
de points conjuguis, le volume de la pyramide determinöe par eux, sera 

(30.) P = i(«*c)|/(-(^-l)(ll.-l)(^-l)(^-l)). 

^> ^19 ^9 ^ s^Q^ '^^ distances des quatre points au centre de la surface et 
d!, 1^, 4^, 4i les demi-diametres dont les directions colncident avec Celles des 
distances. — En passant je remarque que les trois sommets d'un triangle 
peuvent toujours £tre consideres comme trois points conjugues par rapport a 
un cerde a centre reel et ä rayon reel ou imaginaire, ce qui n^a pas lieu 
pour la pyramide et la sphere, a moins que les quatre hauteurs ne se rencon- 
trent en un seul point. 

Corollaire 2*. J'ajouterai encore une formule relative au volume P 
d*une pyramide, dont un sommet est au centre de Pellipsolde et les trois 
autres sur la surface möme. 
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Posons 

X y z 

a b c 

\a ei — ' ttoe 

— fL — 
a b c 

Soient il, ^i, v les trois cdtes de la base, opposes aax sommets {x, y, z\ 
(a?*, y, «'), {x", y", «") respectivement, et L, M, JV les demi-diamelres 
respectiyeinent paralleles, on anra 

L* ~ o» "1" 6* "• c» 

_ ofi ***" yy *'»">! 



et de m£me poar ^gj, -srri oa bien 



Mais 






* /»M p.iii) l* = -JT + -|ir + -|r = 1 etc., 



"^ 4L« OT"~ ÜF T 2L*iM» ' aL*iV* "• 2M»JV» 4L*Af *iV» » 

donc 

(31.) P = ^(«*.){(^+ > +^Xi + J^-^)(^-Ä+^) 

^ V L T^ AI T ir; T^jqjjvr] • 

5« 
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SupposoDS les Irois points {x, y, z) , {x\ y\ z') , (x", y, z") sur un plan dia- 
metral , OD aura P = , et 

(32.) (_+^-f^)(_4.^_^)(__-g. + ^)(__ 

_ A>V 

Voilä la formule qui exprime la relation entre les trois cötes d^un triangle 
inscrit a une ellipse et les demi-diametres paralleles. 

7. 

Remarques sur les Tormules precedentes. Condilions pour que quatre points soient 
sur une circonference et pour que cinq points soient sur une sphere. 

Les deterininanls qui se presentent dans les calculs precedents sunt oa 
des determinants a elements inegaux ou des determinants symetriques par rap- 
port a la diagonale, comme les determinants ä droite des formules (3.) et (5.), 
et dans quelques uns de ceux-ci les elements de la diagonale, que nous avons 
designes par s^ Si^ ^29 ^3 s'evanouissent. En examinant les problemes que 
nous venons de traiter, on verra que dans tous ceux qui se resolvent ä Taide 
des determinants generaux, il existe une analogie entre le triangle et le cercle 
d'un cöte et la pyramide et la sphere de Tautre. Mais toutes les fois qu'une 
propriete des deux figures planes peut ötre demontree par un determinant de 
la forme 

c b 

c a 

b a 0^ 

(et ce sont par malheur les plus precieuses et les plus elegantes), Tanalogie 
et la simplicite des formules cesse pour les solides. La diflference tient alors 
a ce fait analytique que le döterminant du troisieme ordre que nous venons 
d^ecrire, est egal a 2abCf produit rationnel des elements, tandis que le deter- 
minant du quatrieme ordre 

a b c 

(330 Ai^^[l ^/ Q *i^ = flV^ + W^4^i^c''-2aflW-2/4aW-2*AW 

c b' a' 
n'est decomposable qu^ä Taide des facteurs irnitionnels. 
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Pour öclaircir ce qae noas venons d'avancer par un noavel exemple, 
examinons ies conditioos poar quo qaatre points soient dans an cercle et qae 
cinq points soient sar ane sphere: question dont je me suis occupe k plasienrs 
reprises. Poar le cercle on n^a qu'ä eliminer a, ß e\y entre Ies qualre eqaations 

x\-\-y\\-aXr-\-ßy^-\-Y = <>» 
On sait qae le resultat n'est aotre que 

Xi 
Xi 






y 




0, 



oa bien 



1^1 ri 1 

= (ar» + y»)detk y, 1 

X y \ 

+ (^«+>^)det. ari y, 1 

\xi Xj 1 



X 



— (ai[+>1)del. ]xi 

Xi 

x 

— {xi-\-y\)U\.\x, 

a?2 



y 
yi 
y» 

y 
yi 
y» 



On troaverait par le möme caicul poar la sphere. 



(x'-t-r'-f «*)da 




yi 
y» 
y» 

y* 






1 
1 
1 

1 



{xi-\-yi-\-«i)U\. 



rx 

|m/2 

lar, 
ia?4 



y 

y« 
y» 

y4 



z 

«2 

a^4 



t 
1 
1 
1 



+ ••• 



•••-(^♦+yH^)det. 



X 
Xi 



y 

yi 

y» 






1 

1 
1 
1 



0, 



c'est a dire: 



a, h, €y d elant quatre points d^in cercle et o un point qaelconque, 



on aura 



(34.) -2'+oa^t^iangleftcd =0, 
et de radme pour cinq points d'une sphere a^ h, c, d, e: 

(35.) -2*+ 00* . Pyramide icrf^ = 0* 



38 '• Joachimsthal, appUeations des ddierminants ä la GSamArie. 

Ces deux th^oremes ponr le cercle et poar la sphere ont 6le signalös 
par Mr. LuchterAandt (Vol. 23*" de ce Journal). II et presque inntile de 
remarquer qoe dans les deax sommes, dont Tune a quatre termes et Taiitre 
cinq. les signes doivent ötre pris convenablement. Leur analogie tient a ce 
quMls soDt tires des determinants gen^raux. 

Mais qnelque elegante qoe seit la relalion (34.), on sa!t eile est fort 
loin d'ötre la condilion la pIns simple pour quatre points d'un cercle. Poar 
en obtenir une autre, il faut recourir aox r^sultats du No. 4. tir^s des deter- 
minants d'une forme particuliere. On a pour le rayon du cercle qui passe 

par a, b, c: 

ab.ae.bc 

f* - — 

4.trianglea6c' 

et pour un quatrieme point d du indme cercle: 

ab.ad.bd 

4.trianglea6i/ ' 

donc 

ac.be ad.bd 



(36. 



triangle abc triangle abd ^ 

ce qui entraine la conditfon 

siVLOcb s= Anadb, 

ou bien: les deux angles acb, adb sont ou des angles ^gaux ou des 
angles snppl^mentaires. En appliquant le möme procöde a la sphere, en 
faisant usage de la relation (27.), on obtient encore une fonnule ana- 
logue a (36.) mais qui lui est införienre par rapport a Tdlegance. Savoir, 
pour que les cinq points a, b, c, dp e soient situes sur la mime sphere, il 
faut qu*on ait 

Ott j*ai pos6 

eb = l', ad s=z l, 00^= l, 

ea = fif, bd = ^> be = m, 
ab = fi, cd =^ y, ce =. n; 

mais on n'en pourrait tirer une cons^qnence remarquable par rapport aox 
angles de la figure. 
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CtnroUmre /'^ En prenant dans la relation (34.) le centre da cercle 
ponr le point o, eile devient identiqoe. Poar remidier a cet inconvenient, on 
n^a qii*a mettre an liea des aires des triangles les produits des cötes^ ce qui 
sera permis, les qnatre points etant sur la mörne circonference ; per la on 
obtient 

JS+oa^.bc.cd.bä = 0, 
on bien 

= 0. 



— ab .ac .ad 

Poar fixer le choix des signes, sapposons qae a e\ c^ b el d soient 
les sommets opposes da qaadrilatere convexe; alors oq aura 

orf* 



^q- ^ _1_ i oa* , PC* ) Jl_ I ob* , 

^ '-^ ac loÄ.arf ' cb.cd) ba \ba.bc ' 



da.de 

Cette formale n'esf pas sans interöt poar la theorie da cercle. Elle 
donne p. ex. le rapport des diagonales ac et bä, en prenant pour o le centre. 
Si le point o colncide avec an des sommets, la formale n'est aatre qae celle 
qai exprime le th^oreme de Piolemee. 

8. 
Les angles di^dres de la pyramide. 

Soient A, B, C, D les qnatre faces d'one pyramide triangnlaire , et 
döaignons les angles diedres de la pyramide 

entre B et C par l, entre D et A par i', 
^ ^ C -- A -- m, - -- D ^ B -^ m', 
^ ^ A - B ^ n, -^ -^ D - C - n\ 

et par l, fi, v, U, fi\ v' les aretes correspondantes. Par la theorie des 
projections orthogonales on a les formales connaes 

— A'\-Bcosn'\-Ccosm'\'DeosV = 0, 

nS! \ ^^^'•~®+^cös/4^cosm'= 0, 

^ iicosm-f-Bcos/— C-j-Dcosft' =0, 

ilcosT-f Bcoswi'-f Ccosn' — /> = 0. 

Le resaltat de Telimination de A^ B, Cf D donne 

— 1 cosn cosm cosT 

Icosm cos/ — 1 cosn'l 
icos/' cos»i' cosn' — 1 
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Oa poanait ^valaer tres-ais^ment la valeur de ce d^terminant a Taide 
de la formule (h bis) et on parviendrait a nne formale coniiiie developpee par 
plusieurs G^ometres dont je ne nomme ici qne Pautear de la Geometrie de 
Position. La formale analogiie poar le triangle 

— 1 cos n cos m' 

cosn —1 cos/ )=— l-|-cosii^-j-^^^^^4~ ^^'^"f "^^^^^^^^^^^ 
cosm cos/ — 1 

indiqae qae la somme des angles vaat deax droits. Mais qaoiquMl n^existe 
pas de relation pareille poar les angles diedres, toates les formales entre 
trois angles dont la somme vaat deax droits, comporterons des semblables poar 
les angles diedres d'ane pyramide. Je vais en developper qaelqaes anes. 
Posons 
a = 1 — cos /^ — cosm'^ — cosn'* — 2cos/ cosm'cosn^ 
ß = 1 — cos/'* — cosm* — cosn'* — 2 cos /' cos m cos n^ 
y = 1 — cos/'* — cosm'* — cosn* — 2cos/'cosm'cosn, • 
^ = 1 — cos/* — cosm* — cosn* — 2cos/cosi7icosn, 

oä a, ß, y, (T peuvent ötre transformes aisement en produits. 
On obtient saivant (17.) 

P* = lABC^if = ^ABD^r = iACDiß = ^BCD^a, 

donc 

i^^-J /« — •/? — vr ~ i^' 

et en ayant egard anx relations (38.): 

/|/a == y/9cosn-f y/coswj-|-|/<^cos/', 
.^ß = |/a cos I» -j- Vy ^^^ ' ^^dz^^ni,"^ 

^d = ^acosV'\'yßco3m''{-^ycosn'. 

Ces formales ne sont qne des transformations de la relation (38); 
elles sont analogues a la formale sin/=:sin(iii-|-ti)9 oa bien 

y(l— cos/*) = cosfiy(l — cosiii*)4-cosfiiy'(l — cosn*) 

poar le triangle plan. 

Remarque. La formale (39.) exprime ane gen^raljsation da theoreme 
poar le rapport des cötes d*an triangle plan; il y en a encore une autre qai 
n^a pas ichappö aax Geometres, j'en sais sür, mats qae je ne me rappelle 
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pM d'avoir tronvöe qnelqoe pari. Od a d^apres un theorime oonnn 



dOBC 



(41.) P» = fjgcD ''yy , 



IV _ mtf _ »• 

iar sinmsinm' sioNsiiiii' ^ 



d^oA Ton tire 

(43.) 

c'est ä dire: 

Les prodnilB des aretes opposees sont entre eox comme les produils des 
Sinns des aagles diedres opposes. 

On paryient a d'aatres thteremes par le procede suirant. De rorigine 
des coordonnöes rectangolaires qoe je snppose dans rintörieur de la pyramide, 
abaissons des perpendiculaires sar les faces A, B, C, D, et soient 

les cosinas des angles entre les axes positifs et les perpendiculaires. Mettons 

fAa' Aa"" Aa'"" Ai^-t 

(43) iV=d6tK ^^' ^'^^ ^^"-^ 

\d^ Dr D9'' Di^\ 
iBßf Bßf' B(f''\ lAa! Atf' Aoi 

= A i^\ det. 6/ O/' Cf\ - Hy-l det. \o/ Cf Cf'S + . . • 

(Her or jd^'J \ds' ds" d»'] 

oä a Taide des formnles (14., 15., 16.) 

(44.) ±N = f (J+II+C+I>)PV-1 ♦). 
En öl^vant an carri, on obtient nn diterminant dont je ne vais terire 
^e la prämiere ligne 

i4^(a'»+a'«+a'"*-l), AB {a! ß^ ^ d' ß'' ^ a'^' ßf'' -\) , 

Mais 

a^j^^nj^^m_^ = et tißf \v!'ßr \ij!''ß'' = -COS», 

a'y'-f aV+Ä^V = -oosm etc., 
donc 



jn\ 



*) JTai sopprimä, poor abröger, la discossioii bien fädle relative aox signes +. 

Cr«U«*t loarnal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 6 
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iO -^ABHi-cwn) — ilCI(l + cosm) -^AD(i^ewV) 

-^Ä(l + cosii) -Bqi-fcos/) — B/)(l-fco8m')l^^^t 

-AC(i + co&m) -.ilC(l + cos/) -.CD(l + cosiiO ^ 

^ AD{1 -f cos /') - JBfl(l + cos m') — CD(1 + cos »') 

En metlant 2cosin^ au iieu des expressions (l-f-cosn) etc., et en calculant 
le deterininant suivant la forroule (33.). on obiieni 

U == (cos^/coa-^r-f cos j^i» cos 4^171' -f cos ^11 cos ^it') 

X (cos^/cos^/'-f ^^i^^^^i^ ~^^i^^o^i^') 
X (cos^/cos^/^ — cos^mcos^m'-{-cos^iicos^ii') 

X (— cos I /cos i r -{- <>os ^ m cos ^ m' -|~ cos ^ n cos ^ it'). 

n suit de la 

{f(ii-i-B+c+j9)Py-ip = -le-^^JTCiyü; 

donc 

Hais OD a suivant (17.) 

JLP* = lABCDya, 

et des expressions analogues ponr BP\ CP\ DP^\ dooc en preuant la 
somme el divisant par (46.), 

(47.) 4y'I/=]/« + y/3+yy+y(?. 

Voilä une nouvelle Ration entre les six angles diedres d'une pyramide, ana- 
logue a la relation entre les trois angles d'un triangle 

sin /-f sin m-}- sinn = 4 cos |^ /cos -(^m cos ^ it. 
En transposant Torigine de laquelle on a abaisse les perpendiculaires sur les 
faces dans un autre des espaces limitis par les plans des faces prolonges 
indefiniment, on obtiendrail d'autres formules semblables aux precedentes. 

CoroUaire. En appliquant la mime marcho du caicul au triangle, la 
formule (45.) devient 

!0 — ii*(l-|-cosii) — iic(l-f-cosm)J 

— a6(l-fco8ii) — 6c(l-f-cos/)! 

— iM?(l-fcosm) — »c(14-cos/) ) 
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00 bien 

^ 16(a+*+c)* ^ 

^ etant Taire et a, 6» c les cötös da triangle. En effa^ant dans le denomi- 

nateur les facteurs da numeraleur, on obtient la formole connae de Taire, 
exprimee par les cAles. 

9. 
Formales diverses relatives a la pyramide trianpiliure. 

Les formales pr^cedentes foaroissent ua moyen biea simple d'exprimer 
les aretes, les faces et le volume de la pyramide par le rayon de la sphere 
drconscrile et par les angles diedres. J^ajoaterai encore ces relations si ce 
n^est qae pour iaviter d*en chercher de plos elegantes. 

£n rapprochant les formales (27.) et (41.), il vient 

oü 

(48.) V ==^ (8in/sin/'-{-8inaisinfli'-f ^"^>^^') 

X (sin/sin/'-f sin m sin m'— sinn sin ft') 

X (sin/sin/' — sin» Sinai' -fsüi^ sin ^0 
X (—trin /sin /' -f ^nrnsinai' -f- sin it sinn'). 

Mais on pent meltre A^P^ :=^ ^ A^B^C^iya (17.); par cons^qaent 
(49.) 6i¥ = AVf = ^iV = |!/F = I^iV. 



n 8uit de la 



aßy 



Haia saivaiü (17.) 



dOBC 



(50.) p = ^a^f^. 

Eo sobstitoant oes valaora dans los 6qaations (49.) olles dovionnont 
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D^apres une foromle dont noas avons ddja fait asage, on a 



dODC 

= 4ry(^) sin /, l' = 4r |/(^) sin l\ 

(52.) L = 4r|/(-J2^)sin«, ju' == ^r^{^ «nm', 
y = 4r|/(^sinii, 1/ = 4ry(^)sinii'. 

Qnant aox angles form^s par deux aretes opposies, ils sont donnes par 
one fonnule tiree d^un thöoreme relatif aox determioants, mais different de celni 
de la mnltiplication. Gelte formale qae donne le thioreme de la maltipIiGation, 
comme je le ferai voir ei -apres, est: 

(53.) (= (ay — a'Y) {ß'T — ß^''^) 

En admettant les dösignations da No. pr^eödent, on troQvera qoe les qoantU^ 

aY^ — ^Y» o^^y—o^y\ «y — «V ^ö*** proportionnelles aox cosinas d'nne 
ligne perpendicolaire a celles-ci 

x:y:z = a!:a!':a"*, 

xiyiz = /:/':/', 

qai representent des perpendicalaires sar les faees J et C de la pyramide; 
done aY' — y^^'" ^^^* seront proportionnelles aax cosinas des angles entre 
Taröte ßi, ligne dMntersection des deax faces A et C, et les axes. On troave 
par les methodes connnes 






donc 
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Ä^y^—j/V" = ±anmeo9(,i,x), pf' ff' — ßf'' 9' = slam'eof(^',a?), 
a^y^eff = ±8tomco8(//,y), /y^cT — /^cT" = 8fall•'eOTGu^y), 

«'j/' _ «y = + 8tom cosCu, 55), /J'cT' — /? V = 8lnm'co«(iU^ »)• 

En siibstitiuiDl ces valenrs, on lire de T^quation (53.) 
(54.) cos II cos n' — cos /cos T = %\nms\nuit eiM{fi, fi*) 

dOBC 

_ , 9. cosncosii' — COS f COS r 

COS(/l^jU) = ; 

'^ '^ COS m COS m' 

On trottve per od changement des lettres cos{l,}!)^ co%{v,v^)^ et en addition- 
nant ces formules on obtient 

(55.) sin/sin/'cos(il^ilO-f'^^'^^8iniii'cos(/i^/i')-j- siniBsiniB'cos(i^^i^) = 0. 

Une formole semblable, savoir 

(56.) U' cos {X, i!) + fAfi' cos {fi, /i') + vr' cos (r, •) = 

a ite donnee par Camol (M^m. sor ia relalion qoi existe entre les dislances 
de 5 points). Hais comme les prodnits des sinns sin /sin/' sont propoiiionneis 
k cenx des arötes, chacune d'elies entraine Tautre. La relation polaire de (54.)^ 
savoir Ia fomrale entre les siz distances de quatre points d*nne sphere et 
Tan^e fonni par les proiongements des cötös opposis on par les diagonales, 
est dne i Hr. Gaupi (voir ^ Considerationes generales drca superficies cnrvas 
§. 2. Form. VI.*'). J'ai Ben de croire qne Ia marche ponr panrenir a Ia for- 
nnle (54.) est Ia möme qne celle snivie par cet illustre Gkomitre, 

Ponr ezprimer les plus conrtes distances des aretes oppos^es, il n'y a 
qn'a prendre ponr point de dipart Ia formule connne 

iU7sin(i,X0 = P, 

f itant Ia plus conrte distance entre il et l\ 

Caroihrire i^. Soient ff g, h les plus courtes distances des erstes 
(^oeies, et «f 6, Cy tf les quatre hauteurs d'une pyramide, on demontrera 
trJMi-aisinient Ia relation 

Carollaire 2*. Je profiterai de cette occasion pour faire voir qne 
(53.), et möme Ia formule gön^rale, dont (53.) n^est qn'nn cas particnlier, 
pent ötre tirte du thöoreme de Ia multiplication. 
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Metlons 

X y 9 ... t \ /S rj ^ ... r 

ja?' / «' ... t' I Y fl' ^ •• T* 

D = d6t.<x" y" «" ... t" >, ^ = del.<|" V T •• t" >, 



a?C) yv») «(-) ... <WJ ^|C.) jy«) gC-) ... ^t-l 

^,0 Aj,i fu^t • • • fl^i 

1*1,0 «1,1 «VI • • • »1,1 

A s= det. ^hfi »1,1 *»,» • • • 4,11? » 



•»,0 '11,1 '»,i • • • '»,» 



ou 



^M = xr + r»?' -f- «r + .-. +'^', 

/^. = «<-)r+ yt'V + «WS* - ...+/<"'*', . 

/„,. = a?"|*»>-f y^-y-J-f «<"JP-H ... +/cV-\ 



on aara 



(68.) DJ = M 
DUFörenHoDS par rapport aox qmuititte x^^ y^^ 7. , ... t^ contenues dans D, 
Infi, /»,i» •• ^,-- ^ Viani 
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BA f^A SA SA 

Moltipliom ces iquations par g|j^, g^, g^, .•. ^^ et ajoutons-les, 



en ayani egard anx rdationa connnes 



dA y BA I • dA ^^^ ^ 



^ dA , * d^ j . ^ dA ^ 



il viendra 






ou bien 






ar sr ...I \ /f ^ ...t 

4-daf *^ ••• ' .diur ^ ••• >-{-... 

• ••••••••••I !••••••••••• I 

-'> «<-»> ... <(-»>) Ir-« ?-»> ... T^"-»] 




l«l^ '1,1 • • • M,*-l 



^•it-ip •11— 1,1 • • • •n—l,»— 1' 

En diffirenliant de noovean par rapport a sc^"^^^^ y~^^ etc. on obtiendra 
d^antres fornmles; et ainsi de snite. 

Tontes ces formules sont suscepUbles d'applicaUons nombranaea et variies 
a la G^m^trie; mais je sapprime ces applications, de peur, d'ayoir deji trop 
etenda ce memoire. 

Beriin. Novembre 1849* 
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Note relative ä iin th^oröme de Mr. Malmst^n 

8ur ies equations difierentielles lin^aires. 

( Par Mr. F. Joackimäthal de Berlin.) *) 



Jue theoreme de Mr. Malmsten relatif aox equations differenlielles 
lineaires sans second terme s^appliqoe aassi a des equations plas generales. 

D^AIembert a demontre que Tequation differenlielle lineaire 

(1.) y('') + Py('-o+0/''-^+ • . .+Ry" + S/i- Ty=U 
se röduit a une autre du (n— 1/^'' ordre en sapposant connue une integrale 
particuliere u de requation sans second terme 

(2.) /->+ iy"*>+ 0/«-^^+ . . . i-Ry+Sy^ Ty = 0. 
Pour effectuer cette reduction il faut mettre y = ujYdx, Sopposons que 
deux integrales ti et r soient donnöes, on fera 

y = ufvYdx — vfuYdx; 
pour trois integrales ti, r, tr on fera 

et ainsi de suite. 

En effet, on aura dans le cas de trois integrales particulieres 

/ = u[f{vw'—wv')YdX'\' v'f{wu'—uw')Ydx^ ufJ{uv'—vu')Ydx, 

/' = %i'f{vw'—wv')Ydx\v''f{^wvl—uw')Yd^ 

oü 

J = vl'ipw' — %ov^)\v'^{w\i — uuf)\uf\utf — mil). 
On Yoit par lä que le plus haut coef&cient difierentiel de Y contenn 
dans r^"^ sera F^"^> ; et en snbstituant Ies valeurs de y, y', y" , ... y^"^ dans 
(l.)? 1^9 trois Integrales 

ßvw' — wv') Ydx , f{wu' — Uli)') Ydx , /{uv' — vu') Ydx 
disparaltront ; car u, v, w etant des integrales particulieres de (2.), on aura 
evidemment 

^.)^Pj^.«i)^ (^(-a)^ ... Äti"-f&V+ Tii = etc. 

Generalement soient ti» r, u^, . . . /, m integrales particulieres et independantes 
*) Cf. Vol. 39. pag. 106. 
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de requation (2.) (on m^n)^ et J le diterminant des tn^ qaaDtitis 

u V w ... t, 
u' v' w' ... t\ 

il faudra meltre 

y = "tfa;^ *^^^+!4^ ^^+ . . . +'/^ i^rf^ 

pour redaire requation (1.) a une aatre da (n — r/i)'^* ordre^ 
Examiaons encore les cas m=^n — 2, n — 1, n. 
Pour m = n — 2, nous supposons 

yc»-.,==^.- .yij^ rrf^+,(- Y_|^ Fja^i, . . + /^- Y^ i^'^f^ 5^. 

ou bien, en mettant 

+ (^F)'+z/,r et 

En substituant ces valeurs^ requation (1.) ce transforme en celle-ci 
(3.) (JYri-{J,Yyi^iAY)+P{{jry^-J,Y} + QJY= u. 
Cette equation du second ordre n^admet pas une Integration gönirale, je ne Tai 
proposee que pour faire voir la forme generale de requation röduite. 
Pour m=^n — 1, on trouve ^galement 

(4.) {JYy-{-J,Y+PJY = U. 

Crelle*8 Joornal f. d. M. Bd. UL. Heft 1. 7 
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Voiia une equation du premier ordre qui peut ötre integree par les methodes 
connues; J etant le detcrminant des (n — 1)^ quantites 

U V w .... 

u' r' w' .... 

U D tV .... 



«<«-*> »*"-*> iitI-*> ...., 



Mais en vei-tu des proprietes des determinants on a 

(4 bis) ^. = ^ = yf, 

donc (4.) se transforme en 
(5.) JY'^%J'Y-\-PJY=lJ, on bien {J''Y)'-\-PJ''Y = JU, donc 

0t Tintegrale complete de (1.) dovient 

Cette ramme a (n — 1) termes embrasse (fi-f ^) integrales qui renferment 
(n-fl) constantes arbitraires. Les deux constantes du produit des integrales 

se rinnissent en une seule; donc U n^existe que n constantes arbitraires. 
Pour 17 = 0, ia valear de Y tiree de (50i devient —jt—y ©^ 

(7.) y = iiy^-^-^___d^+ py____^+ .... 

Cette formale qui renferme n constantes arbitraires, s'accorde avec le theoreme 
de Mr. Malmsten. 

Ponr 111 = 11 on obtient 

!u V w 
ti' i.' iv' 

yC«-!) |^«-1) jijC-l). 

Tai communique quelques unes des formales precedentes a Mr. UouvUle 
ce Fcvrier dernier, tout en supposant qu'elles ne füssent pas inconnues des 
Geometres qui s^occupent de Ia theorie des determinants. 

Beriin. Decbr. 1849. 
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4. 

über das Gleiehgewicht und die Bewegung 

einer elastischen Scheibe. 

(Von G. Kirehkoff, PriTatdocent an der UniYersilät zu Berlin.) 



Lrer erste Versuch einer Theorie der TransversalschwingiiDgeii elastischer 
Scheiben ist von SopMe Germain bekannt gemacht Im Jahre 1811 reichte 
sie der Pariser Akademie, die einen Preis für eine solche Theorie ausgesetzt 
hatte, eine Abhandlung ein, in welcher eine Hypothese Ober die Krfifle auseinan- 
dergesetzt war, mit denen eine Scheibe Formveränderungen widerstrebt, und aus 
dieser Hypothese war eine prrtielle Differentialgleichung für die Schwinguagon 
abgeleitet Die Verfasserin hatte bei der Rechnung einen Fehler gemacht: 
Lagran^e » der sich in der zur Begutachtung der Abhandlung niedergesetzten 
Commission befand, leitete aus ihrer Hypothese die Differentialgleichung ab, 
welche eine richtige Rechnung geben mufste. Es ist dieses dieselbe, weldie 
noch jetzt als die richtige anerkannt wird. Noch fehlten aber die Grenzbe^ 
dingungen , durch welche die Lösung der partiellen Differentialgleichuag erst zu 
einer bestimmten wird. Diese hat Sophie Germain in einer zweiten Abhand- 
lung, die sie 2 Jahre spSter der Akademie flbergab^ aus derselben Hypothese 
abgeleitet. Sie waren von der Art, dafs die Verfasserin die Lösung des Problems 
far den Fall rechteckiger Scheiben ermitteln konnte. Sie verglich ihre theo« 
retischen Resultate ffir diesen Fall mit Beobachtungen und fand eine Über- 
einstimmung, die ihre Hypothese zu besUtigen schien. In einer dritten Ab« 
handlnng, die sie 1815 der Akademie überreichte, erweiterte sie ihre Hypothese 
80, dafs sich aus derselben auch die Theorie der Schwingungen von Platten 
ableiten liefs, die im natürlichen Zustande gekrümmt sind. Sie konnte die 
Rechnung für cylinderförmig gekrümmte Platten durchführen und fand auch 
hier ihre theoretischen Resultate im Einklang mit experimentellen. 

Diese 3 Abhandlungen sind nicht gedruckt; den Hauptinhalt derselben 
und die Ergebnisse ihrer forlgesetzten Forschungen bat die Verfasserin in zwei 
Schriften veröffentlicht, von denen die erste ^Recherches snr la thöorie des 
surfaces elastiques'' im Jahre 1821, die zweite ^ Remarques sur la natura, 

7» 
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les boroes et Tetendue de ia question des surfaces elastiques, et requalion ge- 
nerale de ces snrfaces"' im Jahre 1836 zu Paris erschienen sind. 

Ungeachtet der Bestätigungen, welche die Theorie von Sophie Germain 
durch Versuche erfahren hat, ist sie nicht richtig; denn man kann Folgerungen 
aus ihr ziehen, welche in offenbarem Widerspruche mit der Wirklichkeit sieben. 
Ich beschränke mich, um dieses zu zeigen, auf die Betrachtung einer Platte, 
die im natürlichen Zustande eben ist. Die Scblflsse, durch deren Hülfe Sophie 
Germain zu ihren Gesetzen für die Formveränderung, die eine solche Platte 
durch die Wirkung äufserer Kräfte erleidet, und fflr die Schwingungen, die 
sie vollfflhrt, gelangt, sind im Wesentlichen folgende. 

In jedem Elemente der Platte, welches seine Gestalt verändert hat, 
ist eine Kraft erzeugt, welche dasselbe in seine ursprüngliche Form zurück- 
zuführen trachtet. Die Bedingung des Gleichgewichts der Platte ist die, dafs 
das Moment aller in derselben erzeugten Kräfte und das Moment der gegebenen 
äufseren Kräfte eine verschwindende Summe liefern. Es sei « die Dicke der 
Platte, df ein Element ihrer Mittelfläche; die in dem Elemente b^ erzeugte 
Kraft wird um so gröfser sein, je gröfser der Unterschied der Gestalt von df 
nach der Formveränderung und der ursprünglichen Gestalt dieses Elements 
ist. Hätte man ein passendes Maafs für diesen Unterschied, so würde man 
jene Kraft diesem proportional annehmen können ; es sei u ein solches Maafs, 
dann wird man jene Kraft 

= N^ndf 
setzen können; wo N^ eine von der Dicke und der Natur der Platte abhängige 
Constante bezeichnet. Das Streben dieser Kraft geht dahin, u zu verkleinern ; 
das Moment derselben wird daher sein: 

— N^U(fudf; 
wo (Tm die virtuelle Veränderung von u bedeutet. 

Stellt man die: entsprechende Betrachtung für den Fall eines elastischen 
Stabes an, so gelangt man zu den richtigen Endgleichungen, wenn man tf == dem 
reciproken Krümmungsradius der Mittellinie des Stabes setzt; Sophie Germain 
glaubte dem entsprechend in dem Falle einer Scheibe ti= der Summe der 
reciproken Ilaupikrümmnngsradien der Mlltelfläche annehmen zu können. Sind 
diese Hauptkrümmungsradien «=(>i nnd q^^ so erhielt sie demnach für das Mo- 
ment der in dem einen Elemente erzeugten Kraft den Ausdruck 



-«<7-+^>(^+^)'y. 
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uod als Bedingung des Gleichgewichts der Platte die Gleichung: 

falls JP das Momenl der gegebenen äufsern Kräfte bezeichnet. 

Um zu zeigen-, dafs diese Bedingung unmöglich die richtige sein kann, 
wende ich sie auf den Fall an, wo eine Scheibe unendlich wenig aus ihrer 
ursprünglichen Gestalt gebracht ist, durch Kräfte, die auf ihr Inneres senkrecht 
zu ihrer Mittelfläche wirken ; den Rand der Scheibe nehme ich dabei der Ein- 
fachheit wegen als frei an. Die Mittelfläche in ihrer ursprünglichen Gestalt 
sei die xy Ebene eines rechtwinkligen Goordinatensystems, z die auf ihr senk- 
rechte Verrückung, welche der Punct (x, y) der Mittelfläche erlitten hat, Z die 
Kraft, die in der Richtung von z auf eine Linie der Platte wirkt, die in der- 
selben Richtung durch den Punct {x, y) gezogen ist. Setzt man dann 

SO liefert jene Gleichgewichtsbedingung für u die partielle Differentialgleichung 
und die Grenzbedingungen 

" = «' -äir=«' 

WO n die Normale der Contour der Mittelflache bezeichnet. Nun ist aber die 
Lösung der DilTerentialgleichung für u schon durch die erste der beiden Grenz- 
bedingungen vollkommen bestimmt; es ist daher im Allgemeinen nicht möglich, 
ein u zu finden, welches auch noch der zweiten Grenzbedingung genügt; und 
demnach gäbe es im Allgemeinen gar kein Gleichgewicht für die Platte. Wären 
die gegebenen Kräfte Z von der Art, dafs eine Function n gefunden werden 
könnte, die den beiden Grenzbedingungen genügt, so hätte man, um die Ge- 
stalt der Mittelfläche zu ermitteln, diesen Werth von u in die DifTerential- 
gieichung für z zu subslituiren und aus derselben z zu bestimmen. Dieser 
Gleichung genügen aber unendlich viele Functionen; es würde daher in die- 
sem Falle unendlich viele Gleichgewichtslagen der Platte geben. Dieser Fall 
würde z. B. eintreten, wenn keine Kräfte Z vorhanden sind; wäre die Platte 
in irgend welche Gestalt gebracht, für die 

ist, and dann sich selbst flberlasseb, so mflfste sie in dieser Gestalt verharren, 
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ohne das Bestreben zn zeigen ^ in ihre nrsprängliche Gestalt sordcksukehren. 
Jener Gleichgewichtsbedingung zufolge mfifste die Platte, auch wenn sie endliche 
Krflmmungen erlitten hat, ohne Mitwirkung äufserer Kräfte im Gleichgewichte 
sich beßnden, sobald för alle Puncto ihrer Mittelfläche die Summe der red- 
proken Hauptkrflmmungsradien verschwindet. 

Eine zweite Theorie des Gleichgewichts und der Bewegung elastischer 
Scheiben ist von Potsson aufgestellt und in seiner berühmten Abhandlung 
„Sur röquilibre et le mouvemenl des corps elastiques'' *) entwickelt Aber 
auch diese Theorie bedarf einer Berichtigung, und dieselbe zu geben, ist eben 
meine Absicht. Potsson gelangt, indem er seine allgemeinen Gleichungen 
des Gleichgewichts elastischer Körper auf den Fall einer Scheibe anwendet, 
zu derselben partiellen Differentialgleichung, zu welcher die Hypothese von 
Sophie Germain geffihrt hat, aber zu andern Grensbedingungen , und zwar 
zu drei Grenzbedingungen. Ich werde beweisen, dafs im Allgemeinen diesen 
nicht gleichzeitig genflgt werden kann; woraus dann folgt, dafs auch nach 
der Pmssonschen Theorie eine Platte im Allgemeinen keine Gleichgewichts- 
lage haben mflfste. Diesen Beweis werde ich aber erst fahren, nachdem ich die 
zwei Grenzbedingungen abgeleitet haben werde , die an die Stelle der Poiseon^ 
sehen drei zu setzen sind, weil er sich naturgemäfs an die Betrachtungen an- 
schliefst, durch welche ich jene ableiten will. 

Poisson hat seine Theorie auf den Fall einer kreisförmigen Platte an- 
gewandt, die so schwingt, dafs alle Puncto, die gleich weit von ihrem Mittel- 
puncte abstehen, sich immer in demselben Zustande befinden; er konnte sie auf 
diesen Fall anwenden, weil in demselben eine seiner drei Grenzbedingungen 
identisch erfollt wurde. Aus der modificirten Theorie werde ich allgemein 
die Gesetze der Schwingungen einer freien kreisförmigen Platte entwickeln; in 
dem bezeichneten speciellen Falle werde ich zu denselben Formeln gelangen, 
weiche Poisson gefunden hat. Durch die Gate des Herrn Director Strehlke^ 
welcher Messungen in Bezug auf die Knotenlinien kreisförmiger Scheiben an- 
gestellt hat, bin ich in den Stand gesetzt, einige der numerischen Resultate der 
Theorie mit den entsprechenden Resultaten der Beobachtung zusammenzustellen. 

S. 1. 

Poieeon legt seinen Betrachtungen aber eine elastische Platte die 
Gleichungen zu Grunde, welche auf die Formveränderungen beliebig gestalteter 

*) M^m. de TAc. d. sc. a Par. 1829. p. 357. 
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elastiseher Körper sich beziehen. Diese Gleichungen lassen sich in eine zu- 
sammenfassen, welche ausspricht, dafs das Moment der Kräfte, welche die 
Formveränderung bewirkt haben, der Variation eines gewissen Integrals gleich 
ist. Es hat diese vor jenen auch das voraus, dafs jene nur gelten, wenn 
die VerrQckungen unendlich klein sind, während diese besteht, sobald die 
Dilatationen und Contractionen unendlich klein sind ; auf den Fall von unendlich 
dännen Stäben oder Platten, die endliche Krümmungen erlitten haben, können 
jene nicht angewandt werden, diese kann es aber. Sie ist die folgende: 

(1.) = (TP - äK/dVCXl J- A? -f /^}- tf (X, -\-X,4- X.f'). 
Hier bedeuten (fP das Moment der gegebenen Kräfte, dV das Volumen eines 
Elements des Körpers, ^i, ^2^ Xy die Haupldilatationen dieses Elements; die 
Integration ist aber den gaiizen Körper auszudehnen ; K und 6 sind zwei Con- 
stanten, von denen der Elasticitätscoefficient q auf die Weise abhängt, dafs 

isL Man erhält aus (1.) die Pomonschen Gleichungen, wenn man ^==i 
setzt, und die Gleichungen , zu welchen Herr JVertheim durch seine Versuche 
geführt worden ist *), wenn man ----^ 1 macht. Bezeichnet man die rechtwink- 
ligen Coordinaten des Ortes von dV im ursprünglichen Zustande des Körpers 
durch X, y, z, die Verrückungen in den Richtungen der Axen, die dasselbe 
bei der Formveränderung erlitten hat, durch u, v, w^ die Kräfte, die auf dasselbe 
in den Richtungen der Axen wirken, durch XdV, YdV, ZdV; nennt man 
femer dO ein Element der Oberfläche des Körpers und {X)dO^ {Y)äO^ (Z)dO 
die Druckkräfte, die auf dasselbe in den Richtungen der Axen ausgeübt wer- 
den, so ist der Werth von SP, der in die Gleichung (1.) gesetzt werden mufs, 
folgender : 

(2.) JP=/rfF(2:jii+ Fcrr+Zc)rtr)+/rfO((J:)cyii-f (r)(yr-f(Z)V)); 
wo das ernte Integral über das ganze Volumen, das zweite über die ganze 
Oberfläche des Körpers auszudehnen ist. 

Dafs die Gleichung (1.) für den Fall, dafs u, r, w unendlich klein 
sind, wirklich die bekannten Gleichungen für die Formveränderungen elastischer 
Körper liefert, d&von überzeugt man sich leicht durch folgende Rechnung. 

Es seien a, ß, y die Cosinus der Winkel, welche eine durch den 
Punct {Xi y, z) gezogene Linie mit den Coordinaieu-Axen bildet: die Dilatation 



«) Aon. de eh. et de ph. 3^ ser. XXIII. p. 52. 
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in der Richtung dieser Linie für den Ponct (x^ y, z\ die durch l bezeichnet 
werden möge, ist dann unter der Voraussetzung, dafs ff, v, w, also auch die 
Differentialq[uotienten dieser Gröfsen nach x, y, z, unendlich klein sind, durch 
die folgende Gleichung beslimmt: 

+Mf+-^)+^'>(-^+^)+<^(lF+t)- 

Die Hauptdilatationen ^i, it29 ^ sind die Werthe von l für diejenigen Werthe 
von a^ ß, Y, fQr welche die Variation dl verschwindet; d. h. sie sind die 
Wurzeln der Gleichung 

0= (g-o(|-o(i-*) 

-i(a%-*)(t+£)'-i(|-0(g+|j)'-i(i-0(lF+^)' 

+ j(^+|£)(|!f+|s)(|:+^). 

Es folgt daraus: 
und ferner 

i/Sto , SwY i/'öii , aii?Y i/'St^ I öaV 
also auch 

«+«+^ = (1^)'+ (•!■)■+ (Ii^)" 

+ Kt + :&)■+ *(-|i-+ ^)"+ *(^ + ^1- 

Diese Werthe von ili-f A,-)-!, und ^1^^+^ ^^^d in die Gleichung (1.) zu 
substituiren *). Wir schreiben dieselbe wie folgt: 

(3.) dP—Kdn = 0, 

*) Die Gleichung, die durch diese Substitution entsteht, findet sich in wenig verän- 
derter Gestalt schon in einer Abhandlung von 6. Green, ^On the laws of reflexion and 
refraction of light, Camb. Phil. Trans. YII."; sie ist dort auf andere Weise, als hier, ohne 
Betrachtung der Hauptdilatationen abgeleitet. 
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indem wir 

(4.) n =yrfF(iH^H^+^(ii+^+W 

setzen. Die Variation dQ, wird aas drei Theilen bestehen, von denen der 
erste von du^ der zweite von dv^ der dritte von dw abbangt; diese drei Theile 
wollen wir durch dR, dSp iT bezeichnen; dann ergebt sich 

(5.) Ji2 = JA + (yÄ+ dT, 
und man findet: 

du \ €\A ^^ I ckA dw\ diu 



iB =/rfFJ(2(,+«,^ + 8»^+2»|^)^ 



I / dv , du \ diu , f dw j du\ diu \ 



Aus dem Ausdrucke von dR ergebt sich der von SS^ und aus diesem der 
von dTf wenn man u^ v, w und gleichzeitig x, y^ z cyklisch vertauscht. 
Den Ausdruck von dR zerlege man in drei Integrale, von denen das erste 

unter dem Integralzeichen den Factor -^—9 das zweite den Factor -7^^, das 

diu 

dritte den Factor -^ hat. Auf das erste von den dreien wende man den 
Satz an der durch die Gleichung 

fäVF^ = -fdVG^-fdOFGcosiN,x) 

ausgesprochen wird , in welcher F und G zwei beliebige Functionen von x, y, z 
bezeichnen, dV das Element eines begrenzten Raums, dO das Element der 
Oberfläche desselben und (N, x) den Winkel bedeutet, den die nach dem 
Innern des begrenzten Raumes gerichtete Normale von dO mit der x Axe 
bildet; auf das zweite und dritte der Integrale, deren Summe dR ist, wende 
man die Sätze an, die aus jenem durch Vertauschung von x mit y oder z 
entstehen; jedesmal mache man dabei G=du. Fassen wir dann die nach 
dV zvl nehmenden Integrale zusammen, und eben so die nach dO zu nehmen- 
den, so ergiebt sich 

Bildet man aus diesem Ausdrucke von dR durch die angegebenen Vertäu- 

Craile*! Journal t d. M. Bd. XL. Heft 1. 8 
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schangen die Ausdrflcke von dS und dT, und dann der Gleichung (5.) ge- 
mäfs den Werth von <Ti2; setzt diesen, so wie den Wertb von ^P aus (2.), 
in die Gleichung (3.), zieht hier die Integrale zusammen, die ftber das Volumen 
des Körpers auszudehnen sind, so wie diejenigen, die sich auf die Oberfläche 
desselben beziehen, und setzi dann, den Principien der Variationsrechnung 
gemtfs, die Factoren von du, dvp dw unter den beiden Integralzeichen = ; 
so erhalt man folgende Gleichungen: 

Tflr einen Punct im Innern des Körpers: 

= 0, 

= 0, 

^|2(H^)^+|^ + |^+(l + 2^)^ + (l + 2^)|^}+Z 

= 0. 



(6.) 



Und fflr «inen Punct der Oberfläche: 
J8:|(2(l+<?)f- + 2(?-^+2l?^)c08(N,ar) 






(^>y)+(|j+-^)«»»(^'*)}+(^) 



0, 



J^{(2(H''):g-+2^-^+2(?|F)cos(iV,r) 



dy 
dw t dv\ 



+i^+ 



jcos 



(A^>«)+( 



du I dv 



dz J ^^ ^"'' ""'TV öv T Qx 



)co9(iV,ar)) + (F) = 0, 



du 



|.)co8(JV,c) 



Diese Gleichungen sind dieselben wie die, welche (Uxuchy auf einem Wege 
abgeleitet hat, bei welchem er nicht auf die BetracVtung der Molecularkrflfte 
zurückging; sie gehen in die Poi^^on'scben Ober, wenn man Q=^\ setzt, 
und in die fF^rlAMn'scben, wenn = 1 gesetzt wird. 

Ich werde jetzt eine Ableitung der Gleichung (l.) geben, aus welcher 
hervorgehen wird, dafs sie e|ne allgemeinere Gültigkeit hat, als die Gleichun- 
gen (6.)- Betrachtangen, die denen welche hier folgen ganz Ähnlich sind, hat 
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Lagrange roehrmals in seiner Medianik , z. B. bei der Herleitung der Gleich* 
gewichtsbedingnng eines elastischen Stabes angestellt. 

Es sei dV das Volnmen eines unendlich kleinen Theils des elastischen 
Körpers in seinem natQrlichen Zustande. Der Zustand , in welchen dieser Theil 
durch die Formverfindernng geräth, kann 1)ekanntlicb aus dem natfirlichen als 
auf die Weise hervorgegangen angesehen werden, dafs der Theil ohne Ver- 
Sndemng der relativen Lage seiner Holecfilen eine andere Lage im Räume 
erhahen hat und dann in drei auf einander senkrechten Richtungen C?I®i<^i^~ 
mflblg in jeder, aber verschieden in den verschiedenen) dilatirt worden 
ist *). Eine unendlich kleine Kugel geht hiernach in ein Ellipsold Ober, dessen 
Axen die Richtungen haben, in denen die Dilatationen Statt fanden. Diese 
Dilatationen werden daher die Hauptdilatationen ii, i,, il, sein. Die Elasti- 
citfit des Körpers bewirkt, dafs der betrachtete Theil sich in den Richtungen, 
in denen er ausgedehnt ist, susammenzusiehen strebt; die Kräfte, mit denen 
er sich in denselben zusammenzusiehen strebt, seien LgdV, L^dV^ L^dV; die 
erste von ihnen sucht ili, die zweite i], die dritte il, zu verkleinem. Das 
Moment der ersten Kraft ist daher —LidVdli^ das der zweiten —L^äYdl^^ 
das der dritten — LidVdl^^ und das Gesammtmoment der drei Kräfte ist 

Nun sind Li, L2, L^ Functionen von li, 12^ l^. Wir wissen von ihnen, dafs 
sie gleichzeitig mit A|, iL,, il, verschwinden; femer, dafs Li eine symmetrische 
Function von X2 lu^d ü^, und dieselbe Function von li, X,, X, wie L^ von 
X29 X3, Xi und L3 von X^, X^, X, sein mufs. Nimmt man daher X|, X,, X, als 
unendlich klein an, so wird man 

Li = flXj -|- ftXa -f- 6Xj , 

Lj = 6X1 -f- 0X2 + *^^ 

L3 = *X|+*X2-f-flX3 
setzen können ; wo a und h zwei von der Natur des Körpers abhängige Gröfsen 
bezeichnen. Fflhrt man an Stelle derselben zwei andere K und 6 ein, die 
mit ihnen durch die Gleichungen 

a = 2Ji'(l-fÄ), b = 2K6 

verbunden sind, so erhalt man fflr das Moment der in dV erzeugten Kräfte 
den Ausdruck 

-rfF.(JÄ:(xHxj+^Hö(ii+^+A3)') 

*) Eine Ck>mpreuion will ich als negafve Dilatation bezeichnen. 

8» 
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und fOr das Moment aller in dem Körper erzeugten Krifte den Ausdruck 

Die Summe dieses Moments und des Moments der flufseren Krifte mufs für 
den Gleichgewichtszustand verschwinden; wie es durch die Gleichung (1.) 
ausgesprochen wird. 

§. 2. 

Jetzt wollen wir zur Betrachtung einer Platte Obergehen. Wir setzen 
in Bezug auf dieselbe voraus, dafs ihre Grundflfichen im natflriichen Zustande 
durch zwei parallele, unendlich nahe Ebenen gebildet werden, ihr Rand durch 
eine beliebige Cylinder-Oberfläche, die jene senkrecht schneidet. Die Platte hat 
eine Form- Änderung erlitten durch Kräfte, die auf ihr Inneres wirken und durch 
Druckkräfte, die auf ihren Rand ausgeflbt werden, während ihre Grundflächen 
frei sind. Diese Kräfte sind endlich nur so grofs, dafs die Dilatationen, die 
sie hervorbringen, als unendlich klein betrachtet werden dQrfen. Hierdurch ist 
jedoch nicht ausgesprochen, dafs die Krümmungen, die die Platte erlitten hat, 
unendlich klein sind; diese wollen wir uns vorläufig als endlich vorstellen. 

Um die Anwendung der Gleichung (1.) auf den Fall einer solchen 
Platte zu vermitteln, machen wir zwei Annahmen, die wir als Ergebnisse des 
Experiments ansehen und die ganz entsprechend denjenigen sind, welche Jacob 
BernouUi in Bezug auf einen elastischen Stab macht; nämlich folgende: 

1) Jede gerade Linie der Platte, welche ursprflnglich senkrecht auf den 
Grundflächen war, bleibt bei der Form-Anderung gerade und senkrecht auf 
den Flächen, welche ursprünglich den Grundflächen parallele Ebenen waren ; 

2) Alle Elemente der Mittelflächo (d. h. derjenigen Fläche, welche im na- 
türlichen Zustande der Platte die Ebene ist, die den Grundflächen parallel 
in der Mitte zwischen diesen liegt) erleiden bei der Form-Anderung keine 
Dilatation. 

Mit Hülfe dieser beiden Annahmon werden sich die Werthe der Haupt- 
dilatationen iti, it2) h fltr ^^^ gegenwärtigen Fall leicht ausdrücken lassen durch 
die Hauptkrflmmungsradien der Mittelfläche. Man stelle zu diesem Ende folgende, 
noch auf einen elastischen Körper von beliebiger Form bezügliche Betrachtung an. 
Man denke sich in dem Körper in seinem ursprünglichen Zustande eine unendlich 
kleine Kugel und in derselben einen Durchmesser a und eine auf diesem 
senkrechte Diametral-Ebene A; bei der Form-Änderung geht die Kugel in ein 
Ellipsold über; die Molecülen, die auf a und auf A liegen, liegen dann auf 



4. Kirchhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elattiechen Scheibe. 61 

einem Darchmesser a> and auf einer Diametral-Ebene A des Ellipsolds, welche 
conjngirt zu einander sind. Im Allgemeinen wird daher af nicht senkrecht 
auf A sein. Ist a' senkrecht auf A', so wird a> gleich einer Haupt- Axe des 
Ellipsolds sein, und das Maximum und das Minimum der auf af senkrechten 
Durchmesser werden gleich den beiden andern Haupt- Axen sein ; d. h. es wird 
die Dilatation von a' die eine Hauptdilatation, und die beiden andern Haupt- 
dilatationen werden das Maximum und das Minimum der auf a' senkrechten 
Dilatationen sein. 

^endet man diesen Satz auf den Fall der Platte an, so folgt daraus 
bei Berflcksichtigung der Annahme (l.)* dafs fär irgend einen Punct im 
Innern der Platte die .Dilatation in der Richtung der durch ihn gezogenen 
Normale der Mittelfläche eine der Hauptdilatationen ist. Wir wollen z die 
ursprflngliche Entfernung des betrachteten Puncts von der Mittelflfiche, z' seine 
Entfernung von derselben nach der Form - Änderung nennen; gleichzeitig 
möge durch z' auch die Normale der MittelflAche nach der Form -Änderung in 
Rflcksicht auf ihre Lage bezeichnet werden. Setzt man 

z' — z = q, 

so wird also -J^ der Werth einer Hauptdilatation sein. Da diese unendlich 

klein sein soll, und da q gleichzeitig mit z verschwindet, so mufs q gegen z 
unendlich klein sein. 

Bei BerQcksichtigung der Annahme (2.) sieht man, dafs die Dilatation 

in irgend einer auf z' senkrechten Richtung = — ist, wenn (f den Krüm- 
mungsradius der Curve, in welcher die durch z' und die betreffende Richtung 
gelegte Ebene die Mittelfläche schneidet, fär den Fufspunct von z' bezeichnet. 
Nennt man daher die Krümmungsradien der Hauptschnitte der Mittelfläche für 

den Fufspunct von z\ pi und (^, so sind — und — die Werthe der beiden 

andern Hauptdilatationen. Da z^ — z unendlich klein gegen z ist, so kann 

man fflr diese auch — und — schreiben. 

Die Werthe der Hauptdilatationen Xi^ X,, its, die jetzt gefunden wur- 
den, substituire man in die Gleichung (1.). Drflckt man dann noch das Ele- 
ment des Volumens der Platte durch df.dz aus, indem man unter df das 
Element der Hittelfläche versteht, so erhält man die Gleichung 

C70 = ,p-Ki//^^^'+(j.y+(j.y+e(^^j.^0\. 



62 ^r Kirchhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 

Bezeichnet man die Dicke der Platte durch 2^^ so ist die Integration in Besog 
auf ft von z =^ — e bis z=ze zu nehmen. 

Wir wollen jetzt zeigen, dafs sich die eine der Hanptdilatationen ^ 

durch die beiden andern — und — ausdrflcken lA&t, ohne daCs dazu die 

Eenntnifs der Krfifte nöthig wflre, welche die Form- Änderung der Platte bewirkt 
haben. Es ist zu dem Ende der Werth von dP, der durch die Gleichung (2.) 
gegeben ist, näher untersuchen. Das rechtwinklige Coordinatensystem , auf 
welches sich diese Gleichung bezieht, wfihle man so, dafs die xy Eigene die 
MittelflSche in dem natfirlichen Zustande der Platte ist; dann behalt z die 
Bedeutung , die ihm hier gegeben wurde. Man bezeichne die Winkel , welche 
die Normale der Mittelflfiche z' mit den Coordinaten - Axen bildet, durch 
(z'fX)^ {z',y)^ {z',z)^ die ursprflnglichen Coordinaten des Fufspuncts von z' 
durch d^o, Xo^ O9 die Y errflckungen , die dieser Punct in den Richtungen der 
Axen erlitten hat, durch ti^, r», w^^ so ist der Annahme (1.) zufolge: 

x-{-u = arü+*'ü+«'cos(ar',a?), 

y^v = yo+Vo'\-z'cos{z',y), 

z-\-w =: trü+«'cos(«',ar), 

oder, da z' — z unendlich klein gegen z ist: 

^+«1 = iTo-f iib-|-«cos(sr',a?), 

z-^-w = w^^-\'Zcos{z\z). 
Hieraus ergiebt sich: 

Idu = 9u^r\^ zd co^{z\ x) ^ 
dv = Jrü-f-«<Jcos(3^,y), 

Diese Wertbe von du, dv, dw sind in die Gleichung (2.) zu subsituir^n. Die 
zweiten Theile derselben sind, da sie den Factor z enthalten, unendlich klein 
gegen die ersten und können daher gegen diese im Allgemeinen vernachlftssigt 
werden; wir haben sie beibehalten, um den Fall von den obigen Betrachtun- 
gen nicht auszuschliefsen, indem die Integrale 

f^'Xzdz, f^'Yzdz, f^'Zzdz, f^\X)zdz,f^\Y)zdz,f^\Z)zdz 

von derselben Ordnung sind wie die Integrale 

f^'Xdz, f^'Ydz, f^'Zdz, f^\X)dz, f^\Y)dz, f^\Z)dz. 
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4. Kirehhoff, üb. (L Gleiehgemeht u. d. Bewegung einer elastischen Scheibe. 63 

Stellt man sich die Werthe yon äu, dv, dw aus (8.) in (2.) subsütnirt vor, so 
sieht man, dafs dP unabhin^g von dq ist; es folgt daraus, dafs das von dq 
abhängige Glied des zweiten Theils der Gleichung (7.) für sich verschwinden 
muls. Daraus folgt 

oder 

dg / z 1 z\ 

dz ~ i+ö^ft '^ qJ' 

Setzt man diesen Werth von jA in die Gleichung (7.) 9 so giebt sie: 

0Z 

oder, wenn man die Integration nach z ausfahrt: 

(9.) = tP-i^Kißr{^ + ± + ^(±+±y). 

§. 3. 
Die gefundene allgemeine Gleichgewichtsbedingung für eine Platte wol- 
len wir nun auf den Fall anwenden , den Poisson behandelt hat : auf den Fall 
nfimlich, dafs die Platte sich nur unendlich wenig von ihrer ursprünglichen 
Gleichgewichtslage entfernt hat. Wir beginnen mit der weitern Entwicklung 
des Werths von dP. 

Ist tt«u eine unendlich kleine GrO(se erster Ordnung, so werden, da 
die Mittdfllche keine Dilatationen erlitten haben soll, t^o und Vq unendlich kleine 
Gröfsen zweiter Ordnung sein ; daher lassen sich Jm^ und Jro als unendlich 
klein gegen Jt^u betrachten und die Gleichungen (8.) wie folgt schreiben: 

iu = zico9{z\x)^ 

9v = «c^cosC«', y), 

dw=^ cJiTo-f-«^ cos («',«). 
Femer ist in dem vorfiegenden Falle, wenn man wiederum nur unendlich kleine 
Gröfien erster Ordnung berQcksichtigt : 

cos(«» = _|^, cos(«',y) = -|^, cos(ikU) = 1; 
und daher wird: 

Diese Werthe substituire man in die Gleichung (20* Drflckt man dann wieder 
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das Element des Volnmens der Platte durch dfdz aus nod das Element der 
Oberfläche ihres Randes durch dsdz, indem man unter de das Element 
der Contour ihrer Mittelfläcbe versteht, und sdireibt der Bequemlichkeit wegen 
Wf x^ y statt 1^09 ^u) 7*0) so ergiebt sich: 

Die Kräfte X, Y, Z und die Druckkräfte (X), (F), (Z) lassen sich hier 
als unabhängig von w betrachten, weil w unendlich klein sein soll. Den Aus- 
druck von äP wollen wir noch umformen. Er läfst sich zunächst auf folgende 
Weise schreiben: 

Das zweite und dritte dieser vier Integrale läfst sich umgestalten durch An- 
wendung der Formeln: 

fdxdy^ = -fdeeosfpF, 
(10.) <^ Qp 

In denselben bedeutet F eine beliebige Function von x und y; die zweifache 
Integration ist Ober eine begrenzte Fläche, die einfache über die Contour 
derselben auszudehnen; tp bezeichnet denjenigen Winkel, den die nach dem 
Innern der begrenzten Fläche gerichtete Normale der Contour mit der positiven 
X Axe bildet, und den diese Axe beschreibt, wenn sie in derjenigen Richtung 
gedreht wird (bis sie jener Normale parallel ist), in der sie gedreht werden 
mufs, damit sie nach einer Drehung um 90^ die Lage der positiven y Axe 
einnimmt. Durch Benutzung dieser Formeln erhält man ffir dP folgen- 
den Werth: 

■\-JTit(h:{{Z)^t(Xwaif-\- Yeixip)})w 
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In den leisten dieser drei TheQe von dP fflhre man an die Stelle von -^ — and 
-^ — den Differentialqootienten yon dw nach der nach Innen gerichteten Nor- 
male der Contonr, "siT^ ^^^ ^^^ DifferentiaIq[aoUenten von dw nach dem Bo- 

gen der Contour, -^ — , ein. Man nehme den Bogen 8 in der Richtung als so 

wachsend an, dafs der Winkel, den die in der Richtung des wachsenden 
Bogens gezogene Tangente mit der positiven x Axe bildet, und den diese 
Axe beschreibt, wenn sie in der Weise gedreht wird, die bei der Definition 
von q> bezeichnet worden ist, bis sie der Tangente parallel wird, =^ — 90^ 
ist. Dann ergeben sich folgende Gleichungen: 

!d8u> dSw • ddw . 

Biw ddw . ddw 

Es wird daher: 

-\-/jzdsdz{(X)sing>—{Y)cosq>)-^' 

Das zweite der Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung stellen wir 
nns partiell nadi e integrirt vor; dabei verschwindet das aus dem Integral- 
zeichen hervortretende Glied, indem die Integration sich auf eine geschlossene 
Curve bezieht; dann substituire man fflr die linke Seite der Gleichung die 
rechte in den AusdmdL von äP. Dies giebt 

+//dsdz{iZ)+z^Ml^^^^ 

-ffdsdzz{{X)cosq>^{Y)smtp]^. 

Nun bilde man den zweiten Theil der rechten Seite der Gleichung (9.)* Wir 
stellen uns durdi einen Punct der Mittelflfiche, der die Coordinaten x, y^ w 
hat, eine Ebene gelegt vor, die der zAxe parallel ist und mit der xz Ebene 
den Winkel & bildet ; if sei der Krfimmungsradius des Schnittes dieser Ebene 

CnUe*s lonraal C. d. IL Bd. XL. Heft 1. 9 



66 4. Kirehhoff, üb. d. Gleichgewicht u. d Bewegung einer elasiiechen Scheibe. 
und der Mittelfläche fflr den Pnnct (ar, y, w)^ so ist 

i d*W 2 O. I o 9*^ n • n I d^W . 2 A 

— = -gp-cos^^-f"^ g a cos^sin^-f "^T 

11 1 

Die Werthe von — und — sind das Haximnm nnd das Minimnm von — ; 

sie sind daher die Wurzeln der Gleicliung 



Hieraus folgt: 



1,1 .öHr I ö*w 

Diese Werthe sind in die Gleichung (9.) zu substituiren. Man setze 

so giebt die Gleichung (9.) 

(14.) dP-ie'K{^Q+j^m) = 0. 

Nun ist Bildung von iQ und äR nöthig« Es findet sich 

(150 *(? = 2y7i«^{^^+ 2^ |^+ 1? ^! . 
Es ist aber: 



ffdxdr 



d*w d*Su> 



dxdydxdy 



r. d*w d8ui - 8'to . 

und auch 
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JJ ^ dxdydxdy 

Diese vier Gleichungen addire man. Auf der linken Seite der resultirenden 
Gleichung erhält man dann {^Q; anf der rechten Seite derselben verwandele 
man diejenigen Integrale, welche unter den Integralzeichen das Element der 
FlSche mit einem nach x oder nach y genommenen Differentialquotienten mul-> 
tiplicirt enthalten, mit Hölfe der Formeln 00.) in Integrale, die sich auf die 
Contour der Mittelflftche beziehen. In einem Theile dieser Integrale kommen 

die Differentialquotienten -^ — "'^^ ~d — ^^^^ ^'^^^ drflcke man mit Hfllfe 

der Gleichungen (11.) durch -^^ und -^ — aus und integrire die Glieder, 

welche -^ — enthalten, partiell nach s. Die Glieder, welche hierbei vor die 

Integralzeichen treten, verschwinden, weil die Integration sich auf eine ge- 
schlossene Curve bezieht und es ergiebt sich: 

(16.) tO = 2//äs^\^+2^+p]a. 



^1 d*w , . . t \ i fd*u> d*w\ ^ \ 



da 

d8to 
dJV 



dw 



Femer ist 

(17.) *« = 2//^,y(^+^X^ + ^). 

Es ist aber, wenn F und G zwei beliebige Functionen von x und y bezeichnen : 
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setst man also 

und berflcksichtig:!, dafs 

dF dP , ÖF . 

ist, was ans den Gleichungen (ilO folgt; so ergebt sidi 
(18.) *B = 2/ykr*r{|^+3ä|^+^*» 



Mit Hfllfe der Gleichungen (12., 16. und 18.) bilde man nun die 
Gleichung (14.); die linke Seite derselben läfst sich darstellen als die Summe 
von drei Integralen, von denen das erste Aber die Hittelflfiche selbst, die beiden 
andern Ober die Contour derselben auszudehnen sind, und von denen die 
beiden ersten unter den Integralzeichen den Factor äw haben, das letzte den 

Factor -^^ hat Den Principien der Variationsrechnung gemfifs mflssen die 

Gröfsen, mit denen dw und -^^ multipUcirt vorkommen, verschwinden. Man 
erhfilt demnach die partielle Differentialgleichung 

(19.) /^'zdz+-^/^'Xzdz+-^/'^'Tzdz 

und die beiden Grenzbedingongen 

(20.) y^iZ) <fe + -^ (sin <pf\X) z dz — C09 q>f^\ Y)zd») 
—* — # — « 

-j- cos q>J Xz dz -f sin (pj Yz dz 
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(21.) eoBg>/^\X)zdz-\-einip/'*\Y)zdz 

Die Gleichimg (19.) stimmt mit der partiellen Differentialgleichung, welche Poismn 
abgeleitet hat, flberein ; abgesehen davon, dafs Poisson 0=^\ gesetzt hat, wah- 
rend hier unbestimmt gelassen ist Die drei Grenzbedingungen von Poisson 
lassen sich darstellen durch die Gleichungen (20., 21.) und die Gleichung 

(22.) sm(pJ*^\X)zdz—cos(pf^\Y)zdz 

= -*^^(^(oos>-8in»y)+(p-0)cos9)siny). 

Ich werde jetzt nachweisen, dafs w bis auf eine additive lineare Function 
von X und y, die winkflrlich bleibt, durch die Gleichungen (19., 20., 21.) 
bestimmt ist. Daraus folgt dann, da& den Pomonschen Gleichungen nur in 
den speciellen Ffillen genfigt werden kann, in welchen die gegebenen KrSfte 
von der Art sind, dafs die Gleichung (22.) von selbst erfüllt wird, sobald 
die Gleichungen (19., 20., 21.) erfoUt sind. 

Es seien tri nnd W2 zwei Functionen, die, statt w gesetzt, den Gleichun- 
gen (19., 20., 21.) genügen; dann erfüllt w^ — tr2 = tr die Gleichungen, 
die aus den eben genannten entstehen , wenn an die Stelle der linken Theile 
derselben gesetzt wird. Ich werde beweisen, dab diesen Gleichungen nur 
durch eine lineare Function von x und y genügt werden kann. 

Man stelle sich den Werth von 

gebildet vor: einmal mit Hülfe der Gleichungen (15. und 17.), dann mit 
Hülfe der Gleichungen (16. und 18.), und die beiden Ausdrücke, die man 
dadurch erhfilt, einander gleich gesetzt. In der identischen Gleichung, die 
man dann hat, mache man ^w=^iwp wobei unter i eine unendlich kleine 
Constante verstanden wird. Lüfst man darauf den Factor 2i, der sich in 
derselben findet, weg, so wird sie: 
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fß^*y l(a^)'+''(Ä)"+(|^)'+T^(S?+0)'t 

GenQgt nun u; den Gleichungen, in welche die Gleichungen (19., 20., 21.) 
fibergehen, wenn man an Stelle ihrer linken Tbeile setzt, so verschwindet 
die rechte Seite dieser Gleichung; es verschwindet also auch die linke. Diese 
besteht aber, da positiv ist, aus einer Summe von lauter positiven Gröfsen: 
es müssen daher alle diese Gröfsen fflr sich verschwinden, und also für alle 
Puncte der Mittelfläche der Scheibe die Gleichungen 

d*w ^ d*w rv d^w ^ 

erfflilt werden. Diesen Gleichungen aber kann nur durch eine lineare Function 
von X und y genfigt werden. 

§4. 
Die Gleichungen (19., 20., 21.) im vorigen Paragraphen will ich nun 
anwenden, um die Gesetze der Schwingungen einer freien, kreisförmigen 
Scheibe herzuleiten. Aus denselben ergiebt sich fOr die Schwingungen einer 
beliebig gestalteten Scheibe die partielle Differentialgleichung 

(1.) = (>.^ + |-^a^Ä(^_.+ 2^P^+-^;, 

in welcher q die Dichtigkeit der Scheibe bezeichnet, nebst den Grenzbedingangen 

rc%^ j 9 f d^w , 2 * ^ \ \ f 9*w^ ö*t(; \ . \ 

^ = r+öW+S>T; + äP^^«9'+2öJäj;COS9'Sin«p+^siny). 
Man erhfiit diese Gleichangen, indem man in jenen (X) = (F) = (Z) = 0, 
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S*u d*v d*w 

-3r= — Q-gst^ ^"^ ~^'äi^^ ^^^~P"ai*" ^®*** °"^ berücksichtigt, dafs 
den beiden in (§. 2.) gemachten Annahmen zufolge -grr und -^ nicht unend- 
fich grofs gegen -^rr sein können. Zu den Bedingungen (1. und 2*) sind 

noch die hinzuzufügen, dafs für / = 0, w und -gr- in zwei gegebene Func- 
tionen von X und y Obergehen; dann wird w vollkommen bestimmt sein. 

Wir suchen zuerst eine particuläre Lösung der Differentialgleichung (1), 
die die Gleichungen (2.) erfulll. Diese wird sich dann so verallgemeinern 
lassen, dafs auch den Bedingungen, die für / = gelten, genügt wird. 

Man setze der Kürze wegen 

und 

(3.) w = •i8in(4A*a/); 

wo tr eine Function von x und y, l eine Constante bezeichnet, über die zu 

verfügen wir uns vorbehalten Durch (3.) wird der Gleichung (1.) genügt 

werden, wenn u folgende Gleichung erfüllt: 

(40 16».« = 1^ + 3^+^. 
Diese kann ersetzt werden durch die zwei Gleichungen 

Macht man 

(6.) u = Si-D, v^S-D. 

so folgen für /S» und D die Differentialgleichungen 

-WD = 1^+^. 

Nan fahre man an die Stelle der rechtwinkligen Coordinaten Poiarcoordinaten r, tp 
ein; dann werden die letzten Gleichungen : 

A,20 _ Ü^ _L ± öS , 1 Ö*S 
* "~ dr* '^ r ~W^ r* ÖV* ' 






dtff* 
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Diesen wird genügt^ wenn man 

^^'J \d= B.eosntp.Y 

setzt, wo A und B willkOrlicbe Constanten , n eine ganze Zahl und X und T 
zwei Functionen von r bezeichnen, die die Gleichungen 

erf&llen. Fahrt man 

X = Xr 

ein, so werden diese Gleichungen 

ParticulSre Integrale sind die folgenden: 

^ •-* V(n)_ ^ fl ^' I ictcY 

1.2.3. ..iiV* l.n+1 ^1.2.n+l.w+2 1.2.3.it+l .w+2.w+3 »^ ®*®V 

und andere particuläre Integrale: 

j^ — ^ J JÄooÄ^^ 

(11) < V dir 

^ — ^ J xrwjw 

*•« 

wo 2^0 ein® beliebige, endliche 6r6fse bezeichnet Die allgemeinen Integrale 
der Gleichungen (9.) sind also 

Aus den Gleichungen (11.) geht hervor, dafs Jt^"^ und F^"^ für a? = 
unendlich werden; wir nehmen an, dafs die Scheibe eine volle, keine ring- 
förmige ist; dann müssen für r = 0, d. h. für a? = 0, tf und r, also auch 
X und Y endlich bleiben, und daher müssen a' und ß verschwinden. Die 
Constanten o und ß lassen sich, ohne der Allgemeinheit zu schaden, = 1 
setzen, da wir in die Gleichungen (7.) die Constanten A und B eingeführt 
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haben, und daher statt der GleichoDgen (7.') sehrribeD: 

wo X^"^ und F^*^ die durch die Gleiehungen (10.) bestimmten Functionen 

bedeuten. Ich bemerke, dafs F<"^ die Function ist, für welche Be$$el die 

Beneichnung 

/" 

etngeffthrt hat 

Wir werden jetzt Ober die Constanten Jl, 0, X so in verfBgen suchen, 
dab den Gleichungen (2.) genflgt wird. In diesen Gleichungen ist der Bogen # 
In derjenigen Richtung als wachsend anzusehen, die bei den Gleichungen (11.) 
($• 3.) bezeichnet ist Aus der dort gemachten Bestimmung geht hervor, dafii, 
wenn man \p in derjenigen Richtung wachsen lAfiit und den Anfangspunct 
von 9 so wAhlt, dafe 

s =^ ly; 

wird, wo / den Radius der Scheibe bezeichnet, 

ist. Benutzt man Dies, so nehmen die Gleichungen (2.) durch Einführung 
der Polarcoordinaten r, y/, statt der rechtwinkligen, folgende Gestalt an:. 



Tfd\^^ r dr ■» 7«" a^ V T äP^ — "• 

Diese Gleichungen mtlssen fDr r = /^ fBr alle Werthe von yf erfBllt werden, 
und für alle Werthe von t. Nach (3.) mflssen daher auch die Gleichungen 
bestehen, welche man aus (13.) findet, wenn man u statt w schreibt. Diese 
Gleichungen geben, wenn man berflcksichtigt , dafs 

^F+ r dr T^l^^^ — €A r 
ist, was die erste der GMcbnngeo (5.) aussagt: 

_ , e«« 



AI' 



+ ^ = 0. 



Fflhrt man hier fflr u und v ihre Werthe ein, die sich aus (6. und 12.) 
ergeben, ersetzt r durch -7*, drückt die zweiten Differentialquotienten von 

Cnlle*0 Jomial t d. M. Bd. XL. Hefl 1. 10 
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Jt(") und F<") mit Hfllfe von (9.) doroh diese FimetioBeii selbst ond ihre ersten 
Differentialquotieoten ans und macht endlich 

80 erg:i6bt sich 

(14 ) < 

Diese Gleichungen sind zu erfOUen fOr r = l, d. h. für ss=JJ. Hierin 
ist nöthig, dafs ihre Determinante verschwinde, da Ä und nicht 3= sein 
sollen. Es mnfs also fOr x = Xl: 

(15.) = 8yjiV2:^''>F^"^ 



-(»^(»^-l)ar+16y^ar«)(j:c")^-F(->^) 



sein. BesUmoit man aus dieser Gleichung l und aus einer der beiden 
Gleichungen (14.) das Verhältnifs von A und B, so ist den Bedingun- 
gen (2.) geuQgt. Wir wollen eine Wurzel der Gleichung (15.) durch l^^ 
bezeichnen und 



(16.) ü„^ = i:<">((n^-.4ya?*)rw-a? 



dx 

- F^-> [(te + ^yx") Jfw _ X ^^j 

setzen; dann wird den Gleichungen (1. und 2.) durch 

w = C„^ sin (4ii^ a/) cos n^lT^^, 
oder auch durch 

(17.) w = {cos(4i^^«/)(J^^cosnv+B„^8innv') 

+ sin(4Xi^fl/)(C,^cosiiv^+Z>.^sinnv^)}l7,^ 

genflgt; wo A^^^ B^^^ C^^ D^^ willkOrliche Constanten bezeichnen. 

Wir woDen nun die Gleichung (15.) nSher untersuchen und zuerst 
die Seite derselben rechts in eine Reihe entwickeln, die nach positiven Po- 
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tensen von x fortschreitet Wir mflssen znnflchst das Product X^"^ Y^"^ bildoD. 
Hierliei Ififst sich aber die directe Maltiplication der uoendlichen Reihen (10.) 
nmgehen. Man kann nAmlich durch Benutzung der Differentialgleichungen (9.)i 
denen JT^"^ und F^"^ genOgen, eine lineSre Differentialgleichung vierter Ordnung 
fbr jr(''>]r(*> finden und aus dieser das Product bestimmen, indem man auf die 
Form Rticksicht nimmt, die dasselbe augenscheinlich haben mufs. Man setze 

und bilde durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung die Werthe der 
vier ersten Differentialquotienten von H nach x. Dann drflcke man die zweiten 
und höheren Differentialquotienten von X^"^ und Y^"^ mit Hülfe von (9.) durch 
diese Functionen selbst und ihre ersten Differentialquotienten aus. Dadurch 
erhalt man fflnf Gleichungen, welche H und dessen vier erste Differentiäl- 
quotienten angeben, als lineare homogene Functionen der vier Grö&en 

XWFW X^'^^^^ F^")f[£^^ dXoodYM 

' rfjr ' dx ^ dx dx 

Die erste dieser fünf Gleichungen multiplicire man mit (1.), die andern der Reihe 
nach mit den unbestimmten Coöfficienten Ai^ A^^ JL,, A^^ addire alle und 
bestimme diese Cofiffidenten so, dafs in der Summe die Factoren jener vier 
Gröfsen verschwinden; dann ergiebt sich identisch: 

(18.) o = ir+4«:+4^+A^+A^- 

Schreibt man die Gleichungen, durch welche die zweiten und höhern 
Differentialquotienten von JT^*^ und F^"^ durch diese Gröfsen selbst und deren 
erste Differentialquotienten ausgedrflckt werden, folgendermaa&en : 

"ÄF-^"*^ +*'*-*r' -ZF- — ^«^ t-**-Är' 

80 «geben sich fOr die Cofifficienten A die Gleichungen: 

J.-f a,'J,-f («,'+ 3&i) J,-|- (a«'-|-4«,+6a,'Äi)ii4 = 0, 

2J,+3(«,'-f *a')^s+(4«,'-i-46,'-i-6fl2'*a')-44 = 0. 

Snbstitnirt man in diese Gleichungen fOr die Grft&en a, b ihre Werthe, die 

10» 
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sich aus (9.) ergeben, lOeet dieselben auf and setst die Werthe vonili, J«, 
Ai^ A^^ die man findet, in die Gleidimig (18.) ^ so wird diese zn: 

A HAMM I <»•— « dH 4ii*— 1 iPH . 4 4*H , d'H 

= 64H+-p— 2jr --—^^-—^^—^. 

Ans (100 folgt aber, dafii 

(190 H=xwr^'>c=-^y-5^i^ 

sein mnfs; snbstitnirt man diese Reibe In die eben gefiindene Diffsrential" 
gleichnng, so findet sieb 

n iy>-i 

^* ft.n+ft.n+a*— 1.11+2*' 

also 

(200 ** = l.2...ft.n+l.ii+2...n-j-*.ii+l.ii+2...ii+2ft* 

Um die Gleiehnng (150 >v bflden, sind femer die Ansdrflcke: 



<lr "r i£r ' dir dLr * äx ~"3Er~ 

sa entwickeln. Wir benutzen hiemi die fügenden Glddinngent die idmitisdi 
sind in Rflckricht «if die Gleichongen (9.): 



X* ' X* \ äx ' uxJ 

' ^ ax ax / X ex äx 

Dnreb AnflOsnng dieser Gleiobnngen erbfilt man 

dx ' dx dx ^ 

dSr tfr dir* » x dr jr dx ' 

4XM dTi'^y d'H , i dB 2n* „ 



dx dx dx* ' X dx jr 

Dnrdi Berfioksiebtigang der GMcbnngen (19. nnd 300 werden diese drei 
Grftben der Reibe nadi: 
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3^ri^(«+»(.+M)B.*«), 



HierMoh wird die Gleicfaniig (15.) 9 wenn man den Factor a^'^^ wegllfirt, 
fönende: 

(21.) = i4r-i)n\H-i)+Sk(-i^)^a^, 

wo 

E, = -«'(ii?~l)+4y(ii+2*)(n+2*+l)(ii(ii-l)-2Ar+4y*(ii+*)), 
Ml = 1.2.*.Ar.ft-f l.ft4-2...ii-f ifc.n-f l»fi-f 2«..ii-f-2ifc4-l. 

Man sieht, dab die Gleichung (31.) 9 deren Wnrseln, durch I dividirt, 
die Werthe sind, die fOr X„^ gesetzt wwden können, nur die Potenien yon x 
enthalt, deren Exponenten Vielfache von 4 sind« Es folgt daraus, dab, wenn lit 
eine ihrer Wurzeln ist, auch — /)t, £1^—1 und — IX^M ihre Wursefai sind« 
Ich will jetzt nachweisen, dafs die vierten Potenzen aller Wurzeln der 61ei- 
düng (21.) reell und poritiv sind; daraus wird dann hervorgehen, dafs unter 
jeder Gruppe von vier Wurzeln , wie die angegebene deren eine ist, sich eine 
redle positive Wurzel befinden mufii. Wie schon froher bemerkt, ist 6 eine 

positive Grobe; es ist also j^, welches «= ."v a gesetzt wurde, grOfser als 1« 

EDeraos folgt, dafs Bjt immer positiv ist, dafii also die Glieder der rechten 
Seite der Gleichung (21.) abwechselnde Zeichen haben. Hiemach ist es un- 
möglich, dafs die vierte Potenz einer Wurzel dieser Gleichung negativ sei. 
Dab Ae auch nicht imaginfir sein kann, Übt sich auf folgende, indirecta 
Weise darthun. 

Es seien II und IX' zwei Wurzehi der Gleichung (310* Fflr die erste 
derselben sei die durch (16.) bestimmte Function U„^ = U, fOr die zweite 
= IT; dann Itfst sich zeigen, dab 

(22.) (i*— i'^yi/rv* « 

IsL Wir wollen es als bewiesen annehmen und woDen zeigen, dab dann l'* 
nicht imaginAr sein lumn. Es sei 

*== P + flf-^^ 
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Eine andere Wnnel der Gleiduing (21.) arafs d»m(p — f/--l)l8ein. WirseUen 

dann wird 

u' = p- Qy-i. 

Die Gleicbong (22.) wird dann: 

Das hier vorkominende Integral kann nicht verschwinden, da es eine Snnnie 
von lauter positiven Gröfsen ist, also ninb 

sein; nnd dieses ist die Bedingung dafflr, dafii X^ reell isL 

Wir wollen nun die Richtigkeit der Gleichung (22.) erweisen. Daraus, 
dafs der in (17.) gegebene Ausdruck fflr w der Gleichung (1.) genflgt, folgt, 
dafe, wenn man 

dr* ^ r är r" 



seist, gleichzeitig 



rfr* ^ r dr r" 



(24.) '--^ 



(23.) 

ist. Daraas, dafs derselbe Ansdruck für w die Gleichnngen (2.) oder die 
Gleiohnngen (13.), welche dieselben sind, erfollt, folgt, dalä fOr r = l, 

l+2g d /tPU, i dU ^fr\ '**(d£_±fj\ rt 
nr+Jrfr \dr* *" T dr r» / T^V rfr r ^J '^ ^'> 

d fd'ü ,i du n« ,^\ , d*U _ f. 

7^\ip"i'Tiir~"r^^y'^'di^ ~~ " 

sein wird. Die Gleichangen (23.) lassen sich wie folgt schreiben: 

Durch Substitution des Werths von V aus der ersten dieser beiden Gleichun- 
gen in die zweite eriifiit man 

(25.) 161-» = r-'^-^^r»-^^^,-ü. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich eine Gleichung, die man «us dieser erhalt, 
wenn man U' und it' statt ü und l setzt. Substitnirt man den Werth von 
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iBl*ü un (25.) in in Integral 

iei*/UU'rdr 
nnd integrirt viemial partiell, so kommt man anf das Integral 



/' 






und di669B ist 

= ißV^yUU'rdr. 

Man erhilt auf dem angedeateten Wege die Gleichung 

(26.) m'-l-/UVr<lr = A^V{±r^^-^^V) 

Nnn lifat sich zagen, dafs der Ansdrack anf der rechten Seite dieser Glei- 
chung sowohl fflr r = 0, als fflr r = / verschwindet. Dafs er fflr rs=0 
verschwindet, ist einzusehen, wenn man erwflgt, dafs 17 und CT' Von der Form 

cr»-{-Cir''+»4-c,r"+*-f ... 
sind. Um zu beweisen, dafs er fflr r = / verschwindet, wenden wir die 
Gleichungen (24.) an. Diese lassen sich folgendermaafsen schreihen: 

iPU _ e fn^ „ 1 dü\ 

Mit Hfllfe dieser Gleichungen und derer, welche ans ihnen entstehen, wenn 
man V^ statt V setzt, drflcke man die zweiten und dritten Differentialquotien- 
ten von CT und fJ\ auf welche man kommt, wenn man die in (26.) ange- 
gebenen Differentiationen ausfahrt, durch 17 und V* selbst und ihre ersten 
Differentialquotienten aus; man findet dann, dafs die Glieder auf der rechten 
Seite von (26.) sich gegenseitig aufbeben. Es folgt daraus die Richtigkeit 
der Gleichung (22.). 

Es bt bis jetzt auf die Bedingungen nicht Rücksicht genommen worden, 
welche die Lösung unserer partiellen Differentialgleichung fflr < = erfUlen soll. 
Wir werden nun die gefundene Lösung (17.) so zu verallgemeinern suchen, 
dafs auch diesen Bedingungen genügt werden kann. Von dem Ausdrucke, 
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der in (17.) &= w gesetzt ist, iLann man die Samme in Besielinng aof /u 

ond in Beneliang auf it nelinien, und diese Doppelsamme «= w setzen. Bei 

der ersten der beiden Sommationen Icann man sich darauf besclirinlien, die 

reellen positiven Wertbe il.^ zn berflcksichtigen ; durch die Berflcksichtigung 

der negativen und imaginAren Werthe l^^ gewinnt man nichts an ADgemein- 

heit des Ausdrucks von wf denn: ist wiederum 

U,^ = U für i,^ = X 

und 

U^^ü' tta A,^ = iV 

so ist fflr denselben Werth von r: 

U f= V, Ms X = -X' 

und 

ü =x (-l)-+*ü', falls A = AV-1. 

Wir wollen jetzt unter 

•*H»5 •*«,$ •*«,» • • • '^Wj!» • • • 

die positiven reellen Wurzeln der Glelehung (310 vorstehen, dieselben ihrer 
6r6fse nach so geordnet, dafs IX„^ die kleinste ist, und wollen 

0» 0» 

i-8in(4ii^at)(C^^ cosuv^+II.^ sin »V')} 17.^ 
setzen. Die Constanten A, B, C, D mflssen nun so bestimmt werden, dafii 

für / = 0^ w = F(r,v^), 

wird, wo F und ^ zwei gegebene Functionen von r und yß bedeuten. Aus 
der ersten Bedingung werden sich die Werthe der GrAfsen Af B ergeben, ans 
der zweiten die Werthe der Gröfsen C, Df und zwar diese auf ganz Ahn- 
liche Weise, als jene; es ist also hinreichend, zu zeigen, wie jene gefunden 
werden können. Die erste Bedingung erfordert, dafs 

F{r,y;) = Sn£i(A„^co3ntp'\'B„^sinntp)U,^ 

• 

werde. Wir stellen uns F(rj\ii) nach den Cosinus und Sinus der Vielfachen 
von v^ entwickelt vor, so dafs 

F(r, %p) = Fo(r)4- Fi(r)cosv^-f F,(r)cos2v/+ . . . 

-fF/(r) sin y; 4-1?;' (r) sin 2^4- . . • 
ist, und dann diese Entwickelung fflr F{r, yi) substituirt. Dann zeigt sich, dafi^ 
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(27.) 

sein iniifs. Die Functionen F^{r) und FJ{r) lassen sich als gegeben be- 
trachten; die Bestimmung der Gröfsen A und B ist also auf die Aufgabe 
redudrt, eine gegebene Function von r nach den Functionen CT^^, U^^^ U^^ ... 
zu entwickeln. Vorausgesetzt, dafs diese Entwicklung möglich ist, kann man 
die Co£f&cienten derselben mit Hflife des Satzes finden, der durch die Glei- 
chung (22.) ausgesprochen wird. Diese Gleichung zeigt, dall9, wenn /jl und fi' 
zwei verschiedene Zahlen sind, 



/' 



U,^ U„^.rdr = 



ist: es folgt daher ans den Gleichungen (27.): 

O O 

§. 5. 
Far die Vergleichung der Theorie mit der Erfahrung ist die Unter- 
suchung des Falles wichtig, in welchem die Schwingungen der Scheibe, von der 
Art sind, dafs sie einen reinen Ton erzeugen. Die VerhSitnisse der Schwin- 
gungszahlen der verschiedenen Töne, welche eine Scheibe geben kann, und 
die Knotenlinien, die bei jedem einzelnen vorhanden sind, bieten sich hier als 
die hauptsächlichsten Vergleichungspuncte dar. Mit diesem Falle wollen wir 
uns jetzt beschäftigen. In demselben mufs tr durch folgenden Ausdruck darge- 
stellt sein : 

(28.) w = {cos (4Ai^ii/)(J cos iiv^+^ sin n^/) 

-{-8in4Ai^ii/(Ccosnv/-f ^sinnv)} U^^. 
Der Ton ist durch l^^ in der Art bestimmt, dafs seine Schwingungszahl, 
d. h. die Anzahl der Schwingungen, die in der Einheit der Zeit vollführt werden. 



n 

ist. Die Knotenlinien sind diejenigen Linien, fflr welche, für alle Werthe 
von <, fr = ist; sie werden daher die Puncto enthalten, fflr welche ent- 
weder die Gleichung 

(29.) ü„^ = 

Cf6Ue*t Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 1. 11 
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erfüllt wird, oder die beiden Gleichangen 

noi iAcosny^-{-Bsinn\p == 0, 
\C cos mp-^-D sin ntp = 

bestehen. Die Gleichung (29.) liefert gewisse Werthe von r als Wurzeln. 
So viele reelle Wurzeln sie hat, die kleiner als / sind, so viele, mit der 
Peripherie der Scheibe concentrische Kreise werden in der Klangfigur vor- 
kommen; die Anzahl und Gröfse derselben wird allein von dem Tone ab- 
hangen und unabhängig sein von den Werthen der Coefficienten A, B, C, D. 
Die Gleichungen (30.) werden fflr keinen Punct erfflllt, wenn nicht 

A:B = C:D 
ist; in diesem Falle sind jene Kreise die einzigen Knotenlinien. Besteht diese 
Proportion, so geben die Gleichungen (30.) n Werthe von v^, von denen je 

zwei aufeinanderfolgende um — unterschieden sind; dann kommen also zu 

jenen Kreisen noch n Durchmesser als Knotenlinien hinzu, welche die Peripherie 
der Scheibe in gleiche Theile theilen. 

Diese allgemeinen Resultate der Theorie sind im Wesentlichen mit der 
Erfahrung in Übereinstimmung. Der Versuch zeigt, dafs die Knotenlinien aus 
Kreisen bestehen, die mit der Peripherie der Scheibe concentrisch sind, und aus 
Durchmessern, die diese in gleiche Theile theilen, wenn man von gewissen 
Verzerrungen absieht, die diese Linien erleiden und die, wie mir scheint, 
hauptsächlich darin ihren Grund haben, dafs die Scheibe nicht vollkommen frei 
ist, wie die Theorie sie voraussetzt. Der Versuch 7eigt aber auch, dafs bei 
einem Tone, bei dem zuweilen Durchmesser als Knotenlinien vorkommen, die 
Durchmesser zuweilen fehlen. Fehlen sie, so ordnet sich der auf die Scheibe 
gestreute Sand zwar auch in Durchmessern an: diese bleiben aber nicht fest 
während der Bewegung der Scheibe, sondern oscilliren. Wollte man diese 
interessante Erscheinung zu erklären versuchen, so müfste man die Bewegung 
eines Sandkornes verfolgen, welches, von einer Stelle der Scheibe fortgeschnellt, 
auf eine andere fällt, und so von einer Stelle zur anderen gescbleudert wird, 
während die Scheibe selbst die durch die Gleichung (28.) ausgedrückte Bewe- 
gung vollfuhrt. Auf diese Betrachtung will ich * indessen hier nicht näher 

eingehen. 

Chhidni hat durch Versuche gefunden, dafs die Schwinguugszahlen der 
Töne, die in ihren Klangfiguren dieselbe Anzahl von Durchraesaem haben, 
(d. h. der Töne, die demselben Werthe von n entsprechen), mit Ausnahme 
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der tiefsten, sich nahe wie die Quadrate .aufeinanderfolgender, gerader oder 
ungerader Zahlen verhalten, je nachdem die Zahl der Durchmesser gerade 
oder ungerade ist. Ich will jetzt nachweisen, dafs die Theorie dasselbe Ge- 
setz liefert. Es geht dies aus einer Umformung der Gleichung (21.) hervor. 

Für die Function Y^^\ die durch die zweite der Gleichungen (tO.) 
bestimmt ist, hat Poisson folgende semiconvergente Reihe entwickelt: 

I / • o o N/'l' 1 (1-3.5)* 1 I (1.3.5.7.9)* 1 M 

+(sin2ar-coa2ar)(:p^- ^^3 (le^)» + ^.2.3.4.5(16^)» -•••)} • 
Auf eine ähnliche Weise findet man 

TCO _ 1 e^i. , V i , (1.3)* 1 , (1.3.5)« 1 ) 

~ 2/«/a: »T 1 i6x'^ 1.2 (lÖx)»'" 1.2.3 (löx)' "^ * ') " 

Nun folgt aas den Gleichungen (10.) 

Setzt man hier n=:0 und substituirt ffir F^^^ Y^^^ die eben angegebenen 
Reiben, so erhält man ähnliche Reihen för Y^^\ X^^^\ aus diesen findet man 
wiederum ähnliche Reihen für Y^\ X^'^\ u. s. f. Es ergiebt sich: 

, (i— 4»«)(9— 4»*)(25— 4»*)(49~4n*) i ■ \ 
+ 1.2.3.4 (lejr)*"^ ■• V 

+ (sin(2ar-imi)-co8(2ar-ln^))(i^^^-ji^ 

1~4»*)(9— 4n*)(25— 4n*) 1 , \| 
1.2.3 (l&r)* • "VP 

T-f.) L flii I (l-4n*) 1 I (l-4n*)(9-4n*) 1 

~ 2Vnyx\ "^ 1 16x "T 1.2 (16x)* 

, (1— 4n*)(9— 4n')(25— 4»*) 1 , l 
•" 1.2.3 (16j:)»"r •••»* 

Die erste dieser beiden Reihen ist in einer ein wenig andern Form schon 
von Herrn Professor Jacobi in Schumachers astronomischen Nachrichten 
Bd. 28, S. 94 angegeben. Substituirt man diese Werthe von Y^''> und JT^"' 
in die Gleichung (15.), welche identisch mit der Gleichung (21.) ist, so kann 

11* 
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man ans der residtirenden Gleichung log (2x — ^ nn) aasdrfleken als den Qao- 

tienten zweier ReÜien. die nach den Potenzen von 7^— fortschreiten. Es er- 
giebt sich 



(31.) tang(2ar-in.)= *«^ ' ^ i^^-) 



"^^ 16jr +(16jr)*+'" 



wo 



g = y(l-.4ii»)(9-4ii^) + 48(l + 4ii*), 

© = -yi((l— 4ii*)(9-4ii^)(13-4n^)) + 8(9 + 136ii^ + 80ii*). 

Ist X grofs, so kann man die Seite rechts der Gleichnng (31.) = setzen; 
dadurch erhfllt man, als Nfiherungswerthe der Wurzeln derselben, die Werthe, 
welche der Ausdruck 

i7l(ll+2Ä) 

annimmt, wenn für h ganze Zahlen gesetzt werden. Es folgt hieraus das 
oben ausgesprochene, von Chladni gefundene Gesetz, da die Schwingungs- 
zahlen der Töne den Quadraten der Wurzeln der Gleichung (31.) proportional 
sind. Diese Gleichung zeigt ferner, dafs die ProportionalitAt der Schwingungs- 
zahlen mit den Quadraten aufeinanderfolgender gerader oder ungerader Zahlen 
um so naher Statt finden wird, je höher die Töne sind; und sie liefert ein Mittel, 
auf dne bequeme Weise alle Töne, die zu einem Werthe von n gehören, 
mit Ausnahme der tiefsten, mit grofser Genauigkeit zu bestimmen. Was die 
Zahl h in dem Nflherungswerthe von ll^fi anbetrifft, so zeigt die numerische 
Rechnung, dab sie ^=ti ist; so dafs also fflr grofse Werthe von /u/A„^ nahezu 
= ^7i(ii-f 2/ti) ist: ein Resultat, welches in vollkommner Übereinstimmung mit 
den Beobachtungen von Chladni ist. 

Um die tiefsten Töne fQr einen Werth von n zu ermitteln, mufs man 
die kleinsten Wurzeln der Gleichung (21.) berechnen. Diese Gleichung kann 
man auf die Form 



^ = 1-:^+:^"— 3^+^»^' 



bringen, indem man sie für n = und n = 1 durch x^ dividirt. Die Reehnmig 
giebt folgende Werthe von log^i, logil2, ...: 
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für B = \^ also y = ^ (naob Pommm): 

11 = n=l n = 2 n = 3 

log^i 0,664 2079 1,3480266 0,265 0703 0,973 3073 

logil, 2,5351132 3,588 0591 2,0615798 3,105 2465 

logJ, 5,0973650 6,406 5347 4,588 9514 5,8682055 

logJ« 8,149 924 9,655 978 7,620 8431 9,083199 

logJ« 11,583 4 13,249 6 11,040582 12,653148 

logJ« 15,33 17,130 14,77604 16,51613 

logA 21,3 18,7780 20,6290 

logJ, 23,01 24,96 

logJ, 29,48 

fOr = 1, also Y =^ i (nach Werthmn)'. 

logili 0,6812413 1,3521826 0,2242682 0,9393022 

log Ja 2,556 3026 3,5940911 2,018 9332 3,0664444 

logJ, 5,1204304 6,413 6351 4,5462236 5,827 9058 

logJ« 8,174058 9,663 768 7,5783037 9,042324 

logJ« 11,6083 13,257 8 10,998 263 12,612037 

logJ« 15,35 17,138 14,733 92 16,47493 

logJ, 21,3 18,736 20,587 7 

log^ 22,97 24,92 

logJ« 29,44 
Hieraus gehen folgende Werthe von 

log(A-^/)* 
hervor : 

fflr e = \'. 

fi n = n = 1 fis=2 fis=3 

— — 0,27837 1,00651 

1 0,69367 1,415 53 1,89117 2,24693 

2 1,963 08 2,348 29 

fflr = 1: 

— — 0,23638 0,97014 

1 0,71168 1,42012 1,889 97 2,24298 

2 1,967 12 2,350 22 

In der folgenden Tafel ^d die Tonverhfiltnisse, welche CUadm gefanden 
bat, snsainmengestdlt mit denen, welche die Redinong giebt. Es sind die 
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Töne angegeben, welche eine Scheibe geben kann, deren tiefster Ton C ist. 
In den mit Ch. überschriebenen Columnen finden sich die Töne, welche CMadni 
beobachtet hat, in den mit P. überschriebenen die, welche die Rechnung unter 
der Voraussetzung d = ^, in den mit IV. äberschriebenen die, welche die 
Rechnung unter der Voraussetzung = 1 geliefert hat. Die Angaben beziehen 
sich alle auf die gleichschwebende Temperatur*). Jeder berechnete Ton 
ist durch den ihm zunächst liegenden Ton der Scale bezeichnet, dem ein -f 
oder — beigegfOgt ist, je nachdem jener etwas höher oder tiefer als dieser war. 
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Es zeigen sich hier nicht unerhebliche Abweichungen der beobachteten Töne 
von den durch die beiden Rechnungen ermittelten. Die beobachteten Töne 
stimmen mit den aus der Pomon'schen Annahme (0 = |) ermittelten etwas 
besser fiberein, als mit den aus der Wer iheim* sehen Annahme (0 = 1) berechr- 
neten; doch ist die Abweichung bei jenen zu grofs, als dafs hieraus ein Scblufs 
gegen diese Annahme gezogen werden könnte. 

Ich wende mich jetzt zur Vergleichung einiger numerischen Resultate, 
welche die Theorie in Bezug auf die Knotenlinien giebt, mit den entsprechen- 
den Resultaten der Beobachtung. Hr. Professor Srehlke hat die Göte gehabt, 
mir die Ergebnisse einiger Messungen von ausgezeichneter Genauigkeit mit- 
zutheilen, die er an zwei kreisförmigen Glasscheiben angestellt bat. Diese 
Scheiben waren mit derselben Sorgfalt gearbeitet, wie die quadratischen 
Scheiben, an denen er die Messungen angestellt hat, die von ihm in Dove's 
Repertorium Bd. III. S. 113 bekannt gemacht sind; die eine von ihnen hatte 
ungefähr 6 Zoll Durchmesser und 1 Linie Dicke, die andere 7 Zoll Durchmesser 
und 1,1 Linie Dicke. Zum Beweise der Vollkommenheit der Scheiben und der 
Genauigkeit der Messungsmethode kann die Kleinheit der Unterschiede der 
folgenden Zahlen dienen, die durch Messung verschiedener Durchmesser des 
Knotenkreises ohne Knotendurchmesser auf einer Scheibe gefunden wurden. 



*) Chladni sagt zwar nicht ausdrücklich in seiner Akustik, aus welcher seine Angaben 
genommen sind, dafs dieselben sich auf die gleichschwebende Temperatur beziehen; doch 
scheint es unzweifelhaft, dafs dem so ist 
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Erste Seite. E 


lehrseite derselben Scheibe. 


24%415 


24'',42 


43 


44 


44 


425 


425 


43 


405 


415 



Mittel 24%423 24',426 

Eben so regelmäfsig ab diese Scheibe, welche mit I bezeichnet werden mag, 
zeigte sich die andere 7zöl]ige, welche II genannt werden soll. Ich will die 
Werthe der Radien der Knotenkreise, welche diese beiden Scheiben erge- 
ben haben, zusammenstellen mit den Werthen, welche die Rechnung bei der 
PotMOit'schen oder der WertheiaCachen Annahme von 6 giebt 



n 
n 



0, 
1, 






1 
1 



Beobachtung 


Rechnung 


I 


II 


P. 


W. 


/. 0,6792 
/. 0,7811 


/. 0,6782 
/. 0,7802 


/. 0,68062 
/.0,78136 


l. 0,67941 
/. 0,78088 



Den Radios des Knotenkreises, der dem Tone (n = 0, /^ = 1) entspricht, 
bat anch Savart gemessen; er fand bei drei verscbiedenen Scheiben die 
folgenden Werthe: 

/.0,6819, /. 0,6798, /•0,6812. 

Diese Angaben tbeilt Poisson bei Gelegenheit seiner Untersuchungen über 
die Schwingungen einer kreisförmigen Platte in der oben citirten Abhandlung 
mit. Poisson hat dort für den Fall n == und unter der Annahme 0= ^ 
die tiefsten Töne und die zu diesen gehörigen Knotenkreise berechnet. 

Die aus der WertAeim^schen Annahme abgeleiteten Resultate weichen 
von den aus der Pomon'schen abgeleiteten nur wenig ab ; mit den Strehlke-- 
sehen Beobachtungen stimmen jene noch besser fiberein, als diese. Wie mir 
scheint, spricht dieses aber nicht gegen die Pomon'sche Annahme, denn eine 
vollkommene Übereinstimmung zwischen der Theorie und dem Versuche darf 
man nicht erwarten, weil die dem Versuche unterworfenen Scheiben nicht 
die Eigenschaften in aller Strenge besitzen, welche in der Theorie ihnen bei- 
gelegt werden. 

Hr. Strehlke bat, aufser den angefahrten, mir noch die Resultate eini- 
ger anderen Messungen mitgetheilt, die von ihm an weniger vollkommenen 
Scheiben angestellt sind. Ich lasse dieselben folgen, zugleich mit den entsprechen* 
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deo Zählen, welche die Rechnang unter der Annahme <' = i and unter der 
Annahme 0=1 gegeben hat. 

Radien der Knotenlsreise. 







Beobachtang 


Recbnong 

d — i e—i 


n = 1, ^ = 1- 
n r= 2, /* = 1 
n — 3, .tt = 1 

n — 1, A* 2 • 

Der Radios der Sehe 
Im Janaar 18 


0,781 

0,79 

0,838 

0,488 

0,869 

libe ist h 
ÖO. 


0,783 0,781 0,783 

0,81 0,82 

0,842 

0,492 

0,869 

ierbei — 1 gesetst. 


0,78136 
0,82194 
0,84523 
0,49774 
0,87057 


0,78088 
0,82274 
0,84681 
0,49715 
0,87015 
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5- 

Ein Beitrag zur Zahlentheorie. 

(Von Herrn A, Thacker zu Cambridge.) 



JJer Zweck dieses Aufsatzes ist, einen Ausdruck zu finden für die 
Summe der nten Potenzen der Zahlen, welche kleiner als eine gegebene Zahl 
und zu derselben relative Primzahlen sind, n ist eine positive ganze Zahl. 

Es sei die gegebene Zahl z von der Form af'bh^ . . . , wo a, b, c, ... 
Primfactoren sind. Man setze 

Dann beruht das Verfahren auf folgender Betrachtung. 

Wenn man von der oben hingeschriebenen Reihe die Summe der Glie- 
der abzieht , welche durch a theilbar sind und von dem Reste die Summe der 
darin befindlichen durch b theilbaren Glieder, und so fort, bis die Zahl der 
Primfactoren erschöpft ist: so sind die Glieder, welche im letzten Reste vor- 
kommen, alle zu z theilerfremd. Folglich, um die Aufgabe zu lösen, kommt 
es darauf an, den Werth dieses letzten Restes zu finden. 

Zu dem Ende bemerke man zuerst, dafs die sämmtlichen durch a theil- 

* 

baren Zahlen von 1 bis z in der Reibe 

ö, 2a, Süf . . . — 'ü 

a 

enthalten sind; die Summe ihrer nten Potenzen ist 

= fl-+(2fl)" + (3«)-+-..+(-J-«)"=«"|l" + 2- + 3--f-.+(-|-)l. 

also = Ä^y^— )• 
Zieht man dies von q>(z) ab und bezeichnet den Rest durch R, so ist 

Unserer Verfahrungs-Art gemfifs mufs jetzt von R die Summe der 
Glieder, welche durch b theilbar sind, abgezogen werden. Es besteht R aus 

zweiTheilen, ^{z) und a''9(— ), deren jeder durch b theilbare Glieder enthält. 
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Man sieht leicht, dafs die Summe derjenigen, welche in (p{z) vorkommen, 

= ft-+(26)-+(36r+.-.+(T-*)"' 
also 

= *>(t) 

ist. Dagegen in o"(p( — j ist die Summe 
oder 

Die ganze Summe in q)(z) — «"y^— } ist also 

= *"9>(t)-«"*>(^)- 
Subtrahirt man dieselbe von R und nennt den Rest R', so erhfilt man 

Auf dieselbe Weise ist oflfenbar die Summe der in R' befindlichen, 
durch c theilbaren Glieder, 

= c>(-f)-«-c"9>(^)-ft-c>(-^)+«-«-c"y(^) 

und wenn man dies von R' abzieht und den Rest durch R" bezeichnet, so 
ergiebt sich 

Das Gesetz dieses Ausdrucks fällt in die Augen und kann ohne Schwie- 
rigkeit verallgemeinert werden. Allein der Kürze wegen wollen wir uns 
auf den Fall beschränken, wo z nur drei von einander verschiedene Prim- 
factoren enthält. Alsdann ist R" die Summe, die gesucht wird, und wenn 
man dieselbe durch S^ bezeichnet, ergiebt sich 
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Nun Ififet sich aber nach einem bekannten Lehrsatze die Snmme der 
i»ten Potenzen der natürlichen Zahlen von 1 bis r durch 

ausdrOcken, wo «ti, it,, . . . die BinomialcoSfficienten , nnd B^^ B3, ... die 
i7«niofi//Jschen Zahlen sind*). 

Wenn man hiernach statt (p{z)^ ^^(ry^ ' * ' ^^^ Entwickelungen setzt 
und das Resultat nach Potenzen von z ordnet, so ergiebt sich 

s„ = .£:^Ci_l_l_i4-±+±x± L^ 

n+l ^ a ö e ^ bc ' ac ' aö abey 
-|-i«"(l-l-l-l + l-fl + t-l) 
-\-^niBiZ'~\l—a — b—c-\-bc-\-ac-\-ab — abc) 

— in,B,«»-»(l-a» — A^— c»+ft*c»+a*c»4-fl»6' — ii»AV) 
+ i«5Ö5«"-*(l-«*-**-c*+*V-]-a»c»-}-a»*«-«»6V) 

— elc 

— ill3i?,«"-»(l-fl»)(l— ft')(l-c') 

-fi»5i»5«"-'(l-a*)(l-ft*)(l-c*) 
— etc. 

Die Anzahl der Glieder ist ^(n-f 2), oder ^(n-fl); dabei das letzte Glied 

(_l)«'.+').l.„^^B„_,«(l_a"-»)(l-*-»)(l-c-»), 
oder 

(_l)*(»+o. _l_.n„_, ß„_,«»(l - «"-»)(1 - 6-»)(l - c»-*) , 

je nachdem n gerade oder ungerade ist 

Somit ist die Aufgabe vollständig gelöset. Es sind nur noch einige 
besondere Fälle zu betrachten. 

1. Man setze fi = 0. Dann erhält man den bekannten, von Euler, 

Gaufs u. A. bewiesenen Ausdruck jSo= z\1 )\}~'S/\} / ^^ ^'® 

Anzahl der Zahlen, welche kleiner als z und zu derselben relative Primzahlen sind. 



*) Man sehe in diesem Journal Bd. 31. S. 249. Am einfachsten ist das Theorem in 
Cauckj/*s «Resumös analytiques" bewiesen. 
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2. Es sei n = i. Dann ist Äi = i5^(l — -^)(l--i)(l — ~); was 

mit einem von Crefle in diesem Journal (Bd. 29. S. 80) gegebenen Aasdrncke 
übereinstimmt. 

3. Wenn ii = 2 ist, erhalt man, weil i7i = ^ ist, 

S, = i»i(l_-i)(l_|)(l_i-)-f ^«(l_«)(l_A)(l_c) 

4. Es sei schliefslich n = 3. Alsdann ergiebt sich 

Es sei z.B. « = 60 = 2*. 3. 5, so ist 

«0 = 16, «i = 480, St = 19120, iS, = 856800, u s. w. 
Frankfart am Main im September 1848. 




^>h^^Mi/wU^^.,,^a6i:M4^/r^r / 



^iz/^-M^^^t/^ ^/^^^i ^:::^^^^^4a!^^'^^^a^^^i^ S^liü^c^u^/C 





•"^^v^i 
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6. 

Bestimmung der Anzahl nicht Äquivalenter Classen 

filr die aus k^"" Wurzeln der Einheit gebildeten com- 

plexen Zahlen und die idealen Factoren derselben. 

(Von Herrn JE. K Kummer ^ Professor in Breslau.) 



Jtl ie gegenwftrtige Untersuchung Aber die Anzahl der Classen der aus 
jl^tea w^nrzeln der Einheit gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac- 
toren derselben wird sich genau an meine frflher Aber diese Art der com- 
plexen Zahlen veröffentlichten Arbeiten anschliefsen, namentlich an die Ab- 
handlung No. 16. im 35ten Bande dieses Journals, in welcher ich die idealen 
complexen Zahlen zuerst eingefflhrt und genau definirt, auch den Begriff der 
Äquivaltas für dieselben bestimmt, sie hiemach in Classen getheilt und be- 
wiesen habe, dafs fflr jede Primzahl l nur eine endliche bestimmte Anzahl 
nicht Äquivalenter Classen existirt. Die genaue Bestimmung dieser Classen- 
Anzahl aber habe ich daselbst nicht versucht, weil mir bekannt war, dafs 
Lefeune^DiricMet diese Arbeit, wenn gleich nicht fAr die idealen complexen 
Zahlen, so doch fAr eine bestimmte Art von homogenen Formen l — l^^*" Grades 
mit l—\ unbestimmten Zahlen, welche (nur in der Anschauungsweise von 
diesen verschieden) wesentlich mit ihnen Abereinstimmen, schon seit einiger 
Zeit ausgefAhrt hatte. Als ich mich nun aber mit der Anwendung der Theorie 
der complexen Zahlen auf den allgemeinen Beweis des FermaVs^^en Satzes, 
dafs die Gleichung o?" -{~ X" = ^"^ wenn n >> 2, durch ganze Zahlen nicht aufzu- 
lösen ist, beschäftigte, war mir die Bestimmung dieser Anzahl der Classen nidit 
Äquivalenter idealer complexer Zahlen dazu unentbehrlich und ich entschlofii 
mich^ die Arbeit, welche bei Zugrundelegung der von DirieUet fAr die Be- 
stimmung der zu einer gegebenen Determinante gehörenden Classen nicht 
äquivalenter quadratischer Formen gefundenen Principien, auf dem Standpuncte, 
zu welchem ich die Theorie der complexen idealen Zahlen in der Abhandlung 
No. 16. 35ten Bandes dieses Journals bereits gebracht hatte, keine principiellen 
Schwierigkeiten roehf bot, selbst auszuf Ähren. Das Resultat, insoweit ich es 
zur ErgrAndung des oben angegebenen Fermaf sehen Satzes brauchte, habe ich 
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in den Monatsbericliten der Berliner Akademie vom September 1847 yeröiTent- 
licbt, aber erst jetzt, nachdem ich von Dirichtet, dem die Priorität hier zuge- 
hört, selbst aufgefordert worden bin, v^ill ich in der gegenwärtigen Abband- 
inng auch die Methode auseinandersetzen, welche mich zu diesem Resultate 
gefiüirt hat. Hierauf werde ich sodann in einer zweiten Abhandlung, als wei- 
tere Vorarbeit fOr meinen Beweis jenes Femuifschen Satzes, die besondere 
Untersuchung ober die Theilbarkeit dieser Classenzahl durch l und Aber ge- 
wisse complexe Einheiten, welche ich in den Monatsberichten der B^Iiner 
Akademie vom September 1847 kurz entwickelt habe, in etwas veränderter 
Fassung reproduciren, und endlich, eben so in einer dritten Abhandlung, den 
auf diese ' sich stfltzenden Beweis des l'VrfTia^'schen Satzes, dessen Ghiindzflge 
ich zuerst in einem Briefe an Lejeune^Dirichlet mitgetheilt habe, welcher in 
dem Aprilhefle der Monatsberichte der Berliner Akademie des Jahres 1847 
abgedruckt ist. 



Es bezeichne q^ eine für den Modul l zum Exponenten d^ eipem Di- 
visor von l — 1, gehörende Primzahl; welche also der Bedingung genagt, dafs 
9^ i= 1 med. l, dafs aber keine niedrigere Potenz von y^ als die d^"^ der Ein- 
heit congrnent sei, für den Modul L Die Primzahl q^ hat unter dieser Vor- 
aussetzung allemal genau -^ = <t complexe Primfactoren , welche wirklich, 

oder ideal sein können; wie es in der Abhandlung No. 16. 35ten Bandes dieses 
Journals gezeigt worden ist. Eben so sei ^^ eine fQr den Modul l zum Ex- 

ponenten d' gehörende Primzahl, welche darum » = S* (ideale) complexe 

Primfactoren enthält, u. s. w. Es stelle ferner /^(a), wo a'=l ist, irgend 
eine beliebige ideale oder wirkliche complexe Zahl vor, so hat die Norm der- 
selben NF{a) stets die Form i^y;^.^'a"'^^^''j^'^'^ . ., in welcher y, q\ f,... 
dt iff ifV . . • die angegebenen Bedeutungen haben and n, m, m\.m^f . . . 
beliebige, nicht negative ganze Zahlen sind. 
Es sei nun 

wo das Summenzeichen JS sich auf alle verschiedene complexe, ideale und 
wirkliche Zahlen F{a) bezieht, und wo als verschieden diejenigen gelten, 
welche verschiedene Primfactoren enthalten, nicht aber diejenigen, welche, 
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dieselben . idealen Primfactoren entlialtend, nur mit verschiedenen complexen 
Einheiten mnltiplicirt sind. Die unbestimmte Zahl s ^ird gröfser als Eins 
angenommen und spftter der 6renzwer(b der Reihe R ffir ^ s= 1 untersucht 
werden. Alle einzelnen Glieder der Reihe R sind nun von der Form 

und es ist zunftchst die Frage zu erörtern: wievielmal ein bestimmtes solches 
Glied in der* Reihe R vorkomme, d. i. , wieviele verschiedene ideale oder 
wirkliche complexe Zahlen i^(a) es gebe, deren Norm gleich ^" • y J*' . y^?'*'' . . . 
ist. Dies geschieht sehr einfach anf folgende Weise. Erstens: da die Norm 
den Factor if^^ enthält , so mufs die complexe Zahl F[a) von den J' idealen 
Factoren des q^ genau m enthalten, welche entweder verschieden, oder zum 
Theil, oder alle gleich sein können. Von vorhandenen d Elementen lassen 
sich aber m^ wenn Wiederholungen gestattet sind, anf 

a(a+l)(J+2)...(J-|-m-~i). 
1.2.3 ... m 

verschiedene Arten nehmen. Auf eben so viele verschiedene Arten kann 
also der Factor der Norm ^^"^ entstehen. Eben so ergiebt sich , dafs der Factor 
der Norm y'jT'^' auf 

1 . 2 . . . m' 
verschiedene Arten entstehen kann u. s. f. Der besondere Factor der Norm V^ 
aber kann nur auf eine einzige Weise entstehen, nftmlich, wennl'^(a) von den 
complexen Primfactoren des il, welche alle einander gleich sind und durch 
1 — a dargestellt werden, genau n enthalt. Hieraus folgt, wenn 

3. aF{a) = V^ .qf .q'^"\ql:"''" .... 
ist, dafs es genau 

3(a+l)...(J-f-m— 1) 9(9\\)...{9-\-ni—\) y(y>+l)...(«r'+'m'>-l) 
1.2... m ' 1.2... m' * 1.2... m" 

verschiedene complexe Zahlen F{tC) giebt, welche diese bestimmte Norm haben. 
Es läfst sich also die Reihe R jetzt in folgende Form setzen: 

a(a+l)...(a+m— 1) 9(9\\)...{9-\-tti—\) 

*• ^ \S—\)^ — -^^ j;;^^^ , 



• • . • 



,«* man rm 

WO das Summenzeichen sich anf alle verschiedenen Primzahlen q^ q\ . . . . , 
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mit deren Jeder auch d und 9, d' und (f q. s. w. gegeben ist, und aof alle 
nicht negativen ganzzahligen Werthe von n, m, w! u. s. w. bezieht. Dieser 
Reihe sieht man aof den ersten Blick an , dafs sie das Prodnct folgender Bi-* 
nomialreihen ist: 



* T i« I i«« I ;ls« I • • • • 
. , * 1 I 9(8'+i) 1 , 



u. s. w. 

Snroniirt man diese einzelnen Binomialreihen, so erhalt man R folgendermafsen 
in Form eines Prodocts dargestellt: 

5. R 



n-i^rm- 



wo das erste Prodnctz^ichen sich anf alle verschiedenen Primzahlen q^ be- 
zieht, welche snm Exponenten d gehören ^ fftr den Modul X; das zweite anf 
alte zum Exponenten d' gehörenden Primzahlen ^^, n. s* f., nnd wo genau so 
viele besondere Producte vorkommen, als it — 1 verschiedene Divisoren hat, 
nfimlich d, d\ u. s. w. Es sei nun ß eine primitive Wurzel der Gleichung 
/9^~^8=:1 and r irgend eine Zahl, welche mit it— 1 den grO&ten gemein- 
schaftOdien Theiler d hat, so ist: 

c-iy-=c-i)o-Do-f)-c-T> 

also 



6. 77, 



{^y "?(^) 



Ich gebe nun dem r den Werlh Ind. q^ (mod. X), da Ind. (7^) und 1 — 1 
den gröfsten gemeinschafUichen Factor d haben ; ^e es sein soll. Dafs dies wirk- 
lich der Fall ist, wird kurz so gezeigt: Setzt man q^^^^ mod.*l^ wo g 
eine primitive Wurzel von % bedeutet, so ist d.h durch it'^1 theilbar; aber 
kein niedrigeres Vielfache von h^ als das if fache, ist durch 1—1 theilbar, und 
da X— ls=if.^ ist, so haben A sind. 7^ und 1—1 den gemeinschaftlichen 
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Factor d; aber keinen grölSieren. Werden nun der in Gleichung j[6.) gefundene 
Ansdmql^, in welchem r= Ind. ^^, mod.X^ ist, und eben so die entsprechen- 
den Ausdrücke fflr die andern Producte in der Gleichung {5.) substituirt, so 
nimmt dieselbe, wie leicht zu sehen ist, folgende einfache Gestalt an: 

WO die Primzahlen q nicht weiter nach den Exponenten zu unterscheiden sind, 
zu denen sie gehören, fflr den Modul l, und das zweite Productzeichen 11 
sich auf alle Primzahlen q ohne Unterschied bezieht, mit alleiniger Ausnahme 
der Primzahl X; denn alle zu den einzelnen Exponenten d, d', d!' u. s. w, 
gehörenden Primzahlen q^^ ^^,, ^,, u. s. w. machen zusammengenommen alle 
Primzahlen aufser X aus. Macht man jetzt von der Reihen -Entwicklung 

Gebrauch und stellt sich alle die unendlich vielen, den verschiedenen Werthen 
des q entsprechenden, in dieser Form enthaltenen Reihen mit einander mul- 
tiplicirt vor, wobei man von den bekannten Formeln lnA.q'\'\nA.^ ^InA. q^f^ 
mod.il— 1, und it.Ind.9^Ind.^% mod. A— 1, Gebrauch macht, so flbersieht 
man sehr leicht, dafs 

TT =; JPil # 

ist; wo das Summenzeichen JE sich auf alle ganzzahligen positiven Werthe 
des n bezieht; mit Ausschlufs der durch X theilbaren. Demnach hat man 



8. R= T-S—^SS— — J?-^— S^ — : 

, \ n* M* j»* n* 



Ittd.ii 



Libt man nun das s abnehmend sich der Grenze Eins unendlldi nflhern, so 
erhalt man bekanntlich 

l(*-l)J?l = i=i, für #=1, 
und die fibrigen in dem Ausdrucke (8.) enthaltenen unendlichen Reiben sind 
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bekanntlich fflr « = 1 convergent und haben endliche bestimmte Werthe. Des-- 
halb wird 

/9lnd. n /92 Ind. n fKl-^) Ind. n 

9. R = 2^ S^ 2^ , für *=1. 

n n n ' 

Die einzelnen unendlichen Reihen, welche als Factoren dieses Pro- 
ducts auftreten, lassen sich durch endliche Ausdrücke summiren, und da diese 
Summen, welche wesentlich verschieden sind, je nachdem k ungerade oder 
gerade ist, von DiricAlet in der Abhandlung über die arithmetische Reihe ge- 
funden worden sind, so beschränken wir uns hier darauf, nur die Resultate 
roitzutheilen, welche wir in folgende Form setzen: 

^0 ;^i, ^2, ^3, . . . . ff 1^2 die kleinsten positiven Reste bezeichnen, welche 
die Potenzen einer primitiven Wurzel ^, ff\ ff\ .... ff^"'^ geben, für den 
Modul k , and wo (ß"^^, «) den in der Kreistheilung bekannten Ausdruck 

* 

bezeichnet. Ferner 

^ ^g-2ri.d.» _ 2(f.c(a).f./yr/.e(«g)-f/g*^/.e(oO-f....-}-/y^-»)'^/.e(ag*<^-»>)) 

wo «(o) eine bestimmte complexe Einheit bezeichnet, nämlich 

«(«) = yKif-^y^iiz^) 
and 

Sabstituirt man nnn diese Summen in dem Ausdrucke (9.) der Reibe R, 
wobei man der Kflrze wegen *das Product 

and das Product 

1 

setzt und bemerkt, dafs (/?*,«)(/?"*, a)=+Jt, (— 1, «) = +}/+ A und 

so hat man 

10. B = = r^ — ^, für * = 1. 
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Das Product Q Iflfst noch eine Vereinfachung zn. Nennt nouan nfimlich D die 
Determinante des Systems folgender (^ — ^J Gröfsen: 

te{a), le{a^), /<?(a^^"*^), 

ie{af), le{aß'), le{cfl^^^). 



le{aß^'''\ leia^^'-'^) U{a^^''''), 

so zeigt sich sehr leicht, dafs Q = ^(k — i).D ist, dafs also R für s==i 
auch so dargestellt vrerden kann:. 

11. IS = -= r-i ^ für *=i. 

Wir wenden uns jetzt zu dem zweiten Theile unserer Untersuchung, 
nftmlich zu der Summation derselben Reihe R nach einem andern Principe. 
Stellt man sich in der Reihe 

(iVF(«))' ' 
wo l<^(a) alle idealen und wirklichen comple^i^en Zahlen nmfafst, diese alle in 
die nicht Äquivalenten Classen abgetheilt vor, so dafs die erste Classe, welche alle 
wirklichen complexen Zahlen enthält, durch /"(ce), die zweite durch ^(a), die 
dritte durch ^(a) u. s. w. bezeichnet wird, so hat man, wenn die Anzahl aller 
nicht äquivalenten Classen, mit deren Auffindung sich diese ganze Abhandlung 
beschfifligt, durch H bezeichnet wird: 

12. R = ^(^JVf(a)y+^{J)lt\(a)y + • • • +^(iV/ir-.|(a)>' 

Es ist nun für jede einzelne dieser Summen die Grenze zu suchen, welche 
sie ffir e=i erreicht. Dieser Grenzwerth wird aber , wie wir später be- 
weisen werden, fflr alle verschiedene Classen, d. h. fflr alle diese verschie- 
denen Summen, genau derselbe, und soll darum nur fflr die erste Summe, 
welche die erste Classe der complexen Zahlen, also alle wirklichen com- 
plexen Zahlen umfafst, hier vollständig bestimmt werden. 

Alle wirklichen complexen Zahlen sind' in der Form 

13. /^(a) = ara-|-^ia^-f ^2^^' 4" • • • • "f ^;i-2^ 
enthalten, in welcher ar, Xi^ x^^ .... Xi^i beliebige ganze Zahlen sind. Da 
aber, vermöge der Einheiten, mit welchen sie multiplicirt vorkommen, jede 
derselben auf unendlich viele verschiedene Arten durch diese Form dargestellt 
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wird, so suchen \^ir zunächst die Beding^ungen , welchen x^ ^i, ..•• Xx^ 
unterworfen werden mtlssen, damit jede complexe Zahl nur ein einzigesmal 
durch diese Form dargestellt werde. Zu diesem Zwecke gebrauchen wir ein 
System von Fundamental-* Einheiten, durch deren Potenz -Erhebung undMulti- 
pliftalion mit einander, wenn noch die einfache Einheit + a*" als Factor hinzu- 
gefflgt wird, alle complexen Einheiten erzeugt werden. Diejenigen unserer 
geehrten Leser, welche mit der Theorie der complexen Einheiten noch nicht 
vertraut sein sollten , bitten wir, bierObeir einen Aufsatz von DirieAlet in den 
Monats - Berichten der Berliner Akademie, vom März des Jahres 1846, nach- 
zusehen. Es sei €i(cc), €2(a), .... e^^i(d) ein solches System von Funda- 
mental -Einheiten, und es sei hier, wie auch in dem Folgenden, /i ein abge- 
kflrztes Zeichen fflr i(^— 1), so umfafst die Form 

14. ± «"• • «1 (a)"*« . «2 («)"•• .... «^.1 (a)"*^-* . y (a) = f{a) 
alle* möglichen Darstellungen einer und derselben complexen Zahl f(a)^ wenn 
den Potenz -Exponenten m, f/ii, 1912, .... m^^i alle möglichen ganzzahligen 
Werthe gegeben werden. Wir abstrahiren jetzt von dem Factor ±0*"^ welcher 
fflr sich bewirkt, dafs jede complexe Zahl auf 2k verschiedene Arten dar- 
gestellt wird, und bemerken, da/s Ci(cc), 62(^)9 •••• ^/i*i(^) lauter reale Gröfsen 
sind, welche auch immer positiv angenommen werden können und sollen: /*(«) 
aber und ^{a) können imaginair sein. Wenn nun nur die realen Theile dieser 
complexen Zahlen in Betracht gezogen werden, welche gleich ii,f{^)f{pr^)') 
und i{sp{oL)(p{pr^)') sind, so giebt die Gleichung (14.), nachdem von dem 
Factor +a'" abstrahirt worden, wenn auf beiden Seiten die natflrlichen Lo- 
garithmen genommen werden: 

»»i'«i(«)+»i2/«2(a)-f •••• + »»/*-i'«^-i(a) + i'(^ya9«"*)= ^K^f^f^"^)^ 
wo r eine ganz beliebige Gröfse ist, die wir hier hinzugefflgt haben, um sie 
spfiter zweckmfifsig zu benutzen. Verwandelt man noch a in a^, aß*, .... o^^~*, 
so erhalt man folgendes System von Gleichungen: 

m^hi{aß) '\' m^h^ijoßy -f ....-f »»^-i'«^-i(<^) +i/(rya^ya"^) 
15. ( = yirfaßfa-^). 
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Die Auflösung dieser GleichuDgen , in welchen r/ii^ma^ •-'• «lu^i .als Unbe- 
kannte angesehen werden sollen, möge ergeben: 

ID. Illj = " ' ' ' ' i> ^ ' ^' ' • ' I ^ I . ^ ■ • r ■ ■ 

J^/(ryg<)p«-')4- .t^tf (ryagya-g)-i-v' + -<^~. /(rq()ag^"*ya~g^"') 

r • 

■ • . ■ • •. ■ i 

für Ä = 1, 2, 3, . . . • .u — 1. Unterwirft man , jelast die Gröfsen fvL.fcr^, 

fa^.far^, . . • . fa^^'^.fa"^^'^, oder die in ihnen enthaltenen Coöffioienten 
x^ Xi^ .... Xi^2 den /m — 1 Bedingungen, dafs die AusdrQcke 



I— t. 
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fOr A: = l, 2, 3, ... /n—i alle in den Grenzen .0 und 1 liegen sollen , so 
giebt es, wie leicht zu sehen, ffir jede gegebene complexe Zahl g>(a) nur ein 
einziges System von ganzzahligen Werlhen der uti, ms, ..• isn^.i, welche 
diesen Bedingungen und zugleich den in (16.) enthaltenen Gleichungen genügen: 
also die Einheit, mit welcher eine complexe Zahl behaftet ist, wenn sie diesen 
fi—1 Bedingungen genfigen soll, ist, mit alleiniger Ausnahme des Factors ±0"*, 
vollständig bestimmt, und da dieser ffir sich genau 21 verschiedene Werthe 
hat, so schliefsen wir, wenn die Bedingungen, dafs Zi^ z^^ ... z^i alle in 
den Grenzen und 1 liegen, erffiUt sind, dafs jede gegebene complexe Zahl 
f{a) genau 21 verschiedene Darstellungen durch die Form 

zaisfst. Kehrt man nun das System von Gleichungen, welches in der Form (17.) 
enthalten ist, wieder um, so lassen sich die /i — 1 Bedingungen auch. so. dar- 
stellen: 

und wenn man den Gröfsen x^ x^^ ... Xx^^ in der complexen Zahl f{a) 

= xa-\'Xia^'\' ... 4" ^;i-2«^ * alle ganzzabligeu Werthe von —oo bis . -f ao 
giebt, welche mit diesen Bedingungen verträglich sind, so erhftlt man alle 
verschiedenen wirklichen complexen Zahlen, jede genau 2Xmal. 

Crell«*s Journal f. d. M. Bd. XL. Heft %, 14 
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Der Grenzwerlh der Samme 



fflr ^=1, 



ist nun nach den Principien, welche Dhichlet in seiner berflhmten Abhandlang 
über die arithmetische Reihe entwickelt hat, gleich der Anzahl der Glieder 
dieser Reihe, fOr welche Nf(a)<Z T ist, dividirt durch T, fOr T = co. 
Die Anzahl aller Glieder, welche Nf(a)<ZT geben, ist aber gleich dem 

21ten Theile der Anzahl aller Werth- Systeme der ar, Xi, ^^-29 Kr 

welche die obigen /n — 1 Bedingungen gelten, verbunden mit der Bedin- 
gung Nf(a)<iT. Wird jetzt statt der Gröfsen or, ^1, ... Xx^2 überall 

^, £l, ... ij=£ gesetzt, so geht f(a) in ^ und Nf(a) in ^^ über; 

und macht man in den fi—i Bedingungsgleichungen bei (18.) r=:^, so 

werden dieselben bei dieser Verfinderung: 

/«i(a)«i ^ /«2(a)«2 +.-.+ '«^Ha(«)«^-i — hKf^for') 

h^ia^z, + ie2{ctß)z, + ... + le^^iWz^^, = \Kf^for^) 



19. 



wo is^i, ^2, • . • z^^i sammtllch in den Grenzen und 1 liegende Gröfsen 
sind. Die neuen Gröfsen j?, Xi^ ... Xj^ haben aber nun nicht mehr ^le 
ganzzahligen Werthe, sondern alle um die Differenz t abnehmenden oder zu- 
nehmenden Werthe von — 00 bis -f ^9 welche mit diesen Bedingungen bei 

(19.) vertraglich sind. Setzt man nun T^tj^;, so wird die obig^ Be- 
dingung iV/'(a) <! T, fflr die neuen Werthe der ar, 0?^ , . . . Xi^^i 2u TSf(ä) < 1 . 
Endlich wird t nnendlich klein genommen, wodurch T unendlich grols wird, 
und die Groben x^ ^1, ... Xx.^ zu continuirlich veränderlichen Gröfsen 
werden. Die Anzahl der Werthe, welche x annehmen kann, wird gleich 

-^-/i2r; eben so die Anzahl der Werthe, welche Xi annimmt, gleich -^fdxy^ 

n. s. w. ; wo die Integrale in den Grenzen zu nehmen sind, welche die obigen 
Bedingungen angeben. Die Anzahl aller Werthsysteme wird also 

jjnj/ dxdxi . • . dxi^2 
und dieselbe durch T = 't^ dividirt, giebt 



/ 
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Diesef il—1 fache Integral, dividirt darch 2it, drAckt also, nach den oben an~ 

gefflhrten Principien von DiricAletf die Summe der Reihe ^tj^j^ au&9 ^^^ 
^ = 1^ oder es ist: 

WßF 

wo /(a) alle verschiedenen wirklichen complexen Zahlen nmfafst und das 
l — 1 fache Integral in Beziehung auf seine X — 1 Variahein in denjenigen 
zwischen — oo und -f oo liegenden Grenzen zu nehmen ist, welche den Be- 
dingungen (19.) und aufserdem der Bedingung Nf{a)<Ci genügen. 

Um dieses Integral zu finden, fahre ich statt der X—i Yariaheln x, 
^1) • • • ^a~2 die neuen Yariaheln fi, ifi, tf,, ... Ui^^ ein, welche ich durch 
folgende Qleichungen bestimme: 



21. 



f(a^) = II, +11^+1 f /(a-^) = n^ -u^^.i 



wo der Kflrze wegen y— 1 durch t bezeichnet ist. Hiernach ist allgemein 

u, = A«*'*^-A«"^\ fflr * = /*, ^+V... 2/*--l, 
^_^^^^t2±±, fttr* = 0, 1, 2, A*-l, 

^ = ^^^^~^, fflr * = A*, ^+1, ••. 2a*-1. 

Die Transformation des a— Ifachen Integrals, bei welcher die Yariaheln x, 
jTi, ... Xi^2 iu die neuen Yariaheln ti, ti^, ti29 ••• ti2^-.i verwandelt werden 
sollen, wird nun bekanntlich durch die Functional- Determinante 

22 2+^.^.i^ ... S^ii=^ 

CX OX| CJTg CJr2-.2 

bestimmt, deren Bildung darum zunfichst auszufahren ist. Zu diesem Zwecke 
bilde ich den Ausdruck 

und fache die Detennioante der Gröfsen Ct, nflmlici] 

14* 
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welche, nach einem bekannten Satze über Determinanten, gleich ist dem Pro- 
dncte der gesuchten Fanctional- Determinante der Gröfsen ^ in die Deter- 
minante der Gröfsen ß^\ Diese letztere Determinante ist aber bekanntlich gleich 
dem Producte aller Differenzen je zweier der Gröfsen 1, /i, ß\ ... ß^''^ dessen 
Werth nach der Formel 

gleich (A— ly gefanden wird. Man hat daher 

24. S±^C,^ ... ^ = (i_l),^±^^ ... ^. 

Setzt man nun, um €^ zu finden, in dem Ausdrucke (23.) für die par- 
tiellen Differentialquotienten -^, g^, n. s. w. ihre Werthe, so erhalt man 

^ = ■:;^+<?'( °''"+°-^" )+ . . . +^"»(ff!i^), 

wenn A = 0, 1, 2, ... ^—1; dagegen 

wenn k =^ fi^ i^-fl» • • . 2jW— 1 Ist; 
und diese Werthe lassen sich wieder durch Anwendung des bekannten Aus- 
drucks der Kreistheilung 

(ß, a) = a+/3«^+/S»a^'+ . . . ^ß^-^cfi^'' 

in folgender Form darstellen: 

und da 

(ß^^ aß") = ß'^(ß\ «); {ß\ a-n^*) = {-ifß'^(ß\ a) 

ist, so nehmen diese Ausdrflcke folgende einfache Gestalt an: 

4 = (-^i4=^)r*'(/3*. «), für Ä = 0, 1, 2, ... /*-!, 
25. { 

Die Gröfsen c;^ haben, wie man hieraus sieht, die Eigenschaft, dafs sie gleich 
Null werden: erstens wenn h ungerade ist und k einen der Werthe 0, 1, 



l 
6. Kummer, über die aus den Wurzeln Vi gebildeten eemplesen Zahlen, 105 

2, ... fji—i hat; zweitens wenn h gerade ist und k einen der Werthe fi^ 
/i-f 1, .«. 2/t— 1 hat. Vermöge dieser beiden Eigenschaften zerfallt die De- 
terminante der Gröfsen €^ in ein Product zweier Determinanten nnd man hat 

36. ^i^c}^ • . • cj^j = ^+ mJ^^2 • • • ^JÜIi • ^i %u ^+1 ^/i+2 • • • ^^Zi* 
Diese beiden Determinanten lassen sich nun mittels der gefundenen Aus- 
drficlie der Gröfsen cj^ sehr leicht finden. Aus den Gleichungen (25.) folgt 
nämlich 

cf = /9-^^*(/3^, a), wenn * = 0, 1, 2, ... fi—\^ 

rf-^* = -iy3^^+^>*(/3^^+Sa), wenn k = fi, ^+1, . . . 2/^-1, 

und da (/^\ a) und —i{ß^'^\ et) den nntem Index k nicht enthalten, so 
habeu alle Glieder der ersten dieser beiden Determinanten den gemeinschaft- 
lichen Factor (1, «) (/3*, «)(/?*, a) . . . (/?^"% «), und der andere Factor ist 
die Determinante der Gröfsen ß^^^^; eben so haben alle Glieder der zweiten 
dieser Determinanten den gemeinschaftlichen Factor '(/?, a),(/9', a) ... (/?^'% <<)*^9 
und als der andere Factor bleibt die Determinante der Gröfsen y3-<^^+^)^. Die 
beiden Determinanten der Gröfsen /$~~^* nnd y}-^+^)^^ deren eine gleich dem 
Producte der Differenzen je zweier der Gröfsen 1, ß^\ /?"*, . . . fi'^^^\ die 
andere gleich dem Producte je zweier der Gröfsen ß^^ ß^^ ß^^ . . . /S-<^-*> 
ist, sind, wie leicht zu zeigen, einander gleich, und zwar ist jede gleich jU^; 
also hat man 

^±^<+iCj+a . . . ci-ti = fi^iß, a){(P, a) ... (ß^\ a).i^, 

mithin vermöge der Gleichung (26.) ? 

2:±(^c{ci ... clzl = A//'(l,a)(/?,a)(/S^,a) . . . (ß'-\ «), 
und da 
(1, a) = -1, (ß\ a){ß-\ a) = +i, (/?^ a) = (-1, «) = ±y±A 

ist, so ergiebt sich, je zwei solcher Factoren zusammenfassend: 

Das Vorzeichen unter der Wurzel y±k ist bekanntlich so zu nehmen, dafs 
es 4" is^ wenn l von der Form 4ii-f 1? also ^(A— 1) = // eine grade Zahl 
ist, aber — , wenn X von der Form 4it4-3, also ^(Z— l)==/i eine un- 
gerade Zahl ist. Im ersteren Falle wird t>= + l, im zweiten Falle t^=:+f^ 
also ist 
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mithin endlich, vermöge Gleichung (34.) 9 weil 1—1 = 2/1 ist: 

^ , du du^ du^ 8«a-a iHÜi, 

"~ dx dx^ dx^ * ' * djTi^ 2a« 

Hiernach verwandelt sich das l — -Ifache Integral der Gleichung (20.)9 dessen 
Variabeln x^ X|, ... Xi^2 sind, dnrch Division mit dieser Fnnctional- De- 
terminante in ein anderes, dessen Variabein ti, tii, t/2 ,.• • • ^a-2 sind, und 
man erhält 

27. ^ ijyf^^^y = l^y Alrftiirfu, . . . rffia-2 (far * = 1). 

Ich unterwerfe nun dieses Integral wieder einer neuen Transformalion, 
indem ich statt der Variabein n, tfi, Ux, . . . Ui^2 die neuen v, r^ Tj, . . . r^.^, 
u;, u^i, «^29 • • • ^fi^i einfahre, welche mittels der Gleichungen 

tijt = e^^.eosw^^ Ui^f, = e^*.sina;;t 

bestimmt sind, wo k die Werthe 0, 1, 2, . • . /i— 1, hat. Es läfst sich hier 
die Functional- Determinante, welche die partiellen Differentialquotienten der 
Variabein ti, tf^, ff2, ... tij^s in Beziehung auf die neu einzufahrenden Va- 
riabein r, Vi, ... v^^iy Wy Wi^ . . . Wf,^i genommen enthalt, leichter finden, 
als die umgekehrte, weshalb wir diese zur Transformation des Integrab be- 
nutzen wollen. Mittels der Ansdracke 

welche far alle Werthe A: = 0, 1, 2, . . . /i— •! gelten, und da allgemein 

r-^, so wie •^^, mit Ausnahme der beiden Ffllle h=^k und A-f-/^ = Ar» 

gleich Null sind, kann man, nach bekannten Sätzen, den Werth dieser Functional- 
Deterroinante leicht finden, weshalb wir uns mit der Herleitung derselben nicht 
aufhalten, sondern nur das Resultat geben, welches 

^ öu du^ duju du^^i du^ß^i •„ ^^^ ^i^-i le* 

Wird nun mittels dieser Functional-Determinante das Integral der Gleichung (27.) 
transformirt , so erhalt man 

28. ^jj^fj^ == jf^iTJ ^' .^' ...« ^'^dvd0y...dv^^^dwdwi...4w^^i^ 
für « = 1. Die einschränkenden Bedingungän, welche die Grenzen der 



6. Kummer, über me mu den Wurzeln Vi gebiUeten cMkplesen Zafden. 107 

Integrationen für die orsprOnglichen Variabein x^ Xi^ x^^ . . . Xi^2 bestimmen, 
nftmtich die in den Gleichungen (19.) enthaltenen, verbunden mit der Bedin- 
gung Nf(a)<ZU werden nun, weil allgemein f{af^).f{a'^^=zB^'' ist, für 
die neuen Variabein folgendermafsen dargestellt: 

wo ^1, «2, . . • %f,^i beliebige, zwischen und 1 liegende GrOfsen sind und 

€'\^^.^* .. . e^^'' < 1 ist. 

Diese Bedingungen enthalten die Gröfsen w^ u^i, 11^29 •• • ^^^-1 gai* nicht, 
und da 

30. tangir* = -^ 

ist und dieser Bruch wegen der Werthe Aer x^ Xi^ . . . x^^^^ welche nur, 
,a Bedingungsgleichungen unterworfen, von —00 bis -f ^ variiren können, 
selbst von — 00 bis -f 00 variirt, und nach den Ausdrflcken von u^ und Uk^^ , 
welche ebenfalls sowohl positiv als negativ sein können, auch sin u^i und costi^i 
sowohl positive als negative Werthe annehmen mflssen: so folgt, dafs Wj^ in 
den Grenzen — ^n bis -{-|^ zu nehmen ist. Fahrt man nun alle Integra- 
tionen in Beziehung auf die Variabein ti^, ti^i, . . . ir^^i in diesen Grenzen 
aus, so erhilt man 

31. S^ = i!^/^>«-. . . . 0^M-^dvdü, . . . da^,. 

Ich führe non zunächst weiter die Integration in Bezug auf die be- 
stimmte Variable v,^ aus. Dtifa"'^' Ä»/.-! = 1 « "'"' ist» nnd da «*".«^« ...«"'-' 
in den Grenzen und 1 li^en mufi, also p^„_i in den Grenzen e^'"*s=:0 
bis «*•'"-' = e^.«-*"' . . . «"'"'^ zu nehmen ist, so wird 

^^' ^WM ^ y^i J ^^' ' • • *''•-» 

Endtich werden noch statt der Variabein v, 9i, ... v^^ die Va- 
nabeln zi^ ^2^... %^^i eingefflhrt, welche durch die Gleichungen (29.) 
bestimmt und für welche alle Integrationen in den Grenzen und 1 aus^ 
zufbhren sipd. Hierzu braucht man die Determinante dieses Systems linearer 

(29.), welche' ich durch J bezeichne, durch deren \nwendung 
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erhält; und da aUe Integrationen in Bezug auf Si, 2^29 •• • ^^i-i in den Grenzen 
nnd 1 auszufahren sind, so hat dieses fi — 1 fache Integral selbst den 
Werth 1 nnd es ist 

Es ist nun weiter zu zeigen, dafs auch die übrigen Glieder des Aas- 
drucks (12.) alle denselben Werth haben, wie dieses erste, fflr « = 1; d. h. dals 
allgemein 

= S-nrnr-TTT^ für ir == 1 



ist, wo fkipL) alle idealen complexen Zahlen einer bestimmten Classe bezeichnet. 
Diese Zahlen /&(«), da sie äquivalent sind, haben alle einen und denselben 
idealen Hultiplicator (p{a)^ mit welchem multiplicirt sie zu wirklichen com- 
plexen Zahlen werden, und es ist, wenn (p{(x)fki<^) = FkW gesetzt wird: 

wo Fi{a) alle wirklichen complexen Zahlen bedeutet, welche den bestimmten 
idealen Factor (p(a) haben. Die Untersuchung des Werths der Summe 

ist der obigen Untersuchung der entsprechenden Summe für die complexen 
Zahlen f{a) vollkommen gleich; nur dafs hier noch gewisse einschrfinkende 
Bedingungen hinzutreten, welche die Coefficienten der wirklichen complexen 
Zahl Fi{a) erfüllen müssen, damit Fi{a) den idealen complexen Factor 
^(a) enthalte. Die Bedingung, dafs eine wirkliche complexe Zahl einen 
gegebenen idealen Factor enthalte, wird aber, wie wir in der Abhand- 
lung 16. Band 35. dieses Journals gezeigt haben, immer durch eine Anzahl. 
Congruenz- Bedingungen ausgedrückt, welche die CoSfficienlen der wirk- 
lichen complexen Zahl erfüllen müssen und welche durch die idealen Prim- 
factoren dieses idealen Factors vollkommen bestimmt sind. Es möge nun 9(a), 
in seine idealen Frimfacloren zerlegt, einen bestimmten der Primfactoren der 
zum Exponenten d gehörenden realen. Primzahl ^^ genau mmal enthaltoo, 
ferner einen bestimmten der Primfactoren der zum Exponenten d' gehörenden 
Primzahl 9^« genau m'mal, u. s. w^, so wird, wie wir in der oft erwfihntep 
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Abhandlung gezeigt haben, die Bedingung, dafs fk(^) den ersten dieser Prim- 
factoren mmal enthalte, genau durch d Congruenzen für den Modul q^ 
ausgedrückt, welche in Beziehung auf die Coefficienten der wirklichen com- 

plexen Zahl /?'j^(a) = a?a-j-j?ia^-f ir2«^'-f- ••• -\-^i^2^ * linear sind. Eben so 
wird die Bedingung, dafs Fk(^) den andern Primfaclor m'mal enthalte, durch 
d' solche Congruenzen für den Modul q'j^' ausgedrückt; u. s. w. Eine ein- 
zige lineare Congruenz unter den Gröfsen x, oT] , ... x^^^ för den Modul q^ 
macht aber, dafs von allen den Werlh-Systemen dieser Gröfsen, welche den 
übrigen Bedingungen genügen, nur der yjte Theil zu nehmen ist, und d solche 

Congruenz -Bedingungen zusammen machen demgemäfs, dafs nur der yj^e 
Theil gelten kann. Eben so bewirken die d' linearen Congruenzen, mod. q'j^\ 

dafs von den Werthsystemen der x, Xi^ . . . Xx^2 nur der yj/'te Theil zu 

s—l 
n^men ist, u. s. w. Der Werlh der Summe ^ fj^p, \, ist also genau 

gleich dem q'^^^.q'j, . . . len Theile der Summe ^ ^ .. , für *=1, wenn 

JFk(a) alle wirklichen complexon Zahlen bedeutet, welche den idealen Factor 
(p(a) enthalten, und /'(a) alle wirklichen complexen Zahlen ohne Ausnahme. 
Die Gleichung (34.) geht daher in 



1=1— = iVy(a) ^ ^-1 






ober, und da vermöge ^er idealen Primfactoren, welche (p{a) nach der Vor- 
aussetzung enthalt, Nq>(a)=^q'^'^.q'l'}'*' ... ist, so hat man endlich 

was ZI/ beweisen war. 

Da wir nun den Werth des ersten Gliedes der Gleichung (12.) ge- 
funden und bewiesen haben, dafs alle diese Glieder,- deren ^Inzahl gleich H, 
der Anzahl aller nicht äquivalenten Classen ist, einander gleich sind, so 
haben wir folgenden zweiten Ausdruck des Werths der Reihe R, für s = i: 

37. B = jj^ , für « = 1; 

und da der erste Ausdruck derselben Reihe nach der Gleichung (11.) 

CreU«*8 Joornal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 15 
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B = ± p::^ für * = 1 

war, so haben wir endlich, dnrch Gleichsetzong beider Ausdrücke: 

also, nach gehöriger Reduction, da /^ = K^ — ^) ^^^^ '^ür den gesachten 
Aosdrack der Anzahl aller nichtäquivalenten Classen der aus ilten Wurzeln der 
Einheit gebildeten idealen eomplexen Zahlen: 

Der bessern Übersicht wegen wiederhole ich hier noch einmal die Be- 
deutung der einzelnen in dieser Formel vorkommenden Zeichen. Es ist 
ILL = ^{k — 1); ferner ist 

wenn 

viß) = 1 +i^i/5+ir./?M-i^3/5?H . . . ''\-.9i^^ß''-\ 

9x1 9i^ Sfii • • • 9i-i <]i6 kleinsten positiven Reste sind, weiche die Potenzen 
9i 9^') 9^1 ' • ' 9^~^ einer primitiven Wurzel der Primzahl i. fQr den Modul X 
geben, und ß eine primitive Wurzel der Gleichung /?^~' = 1 ist. Ferner ist 
D die Determinante des Systems folgender Gröfsen: 



Sodann ist 



und J die Determinante des Systems 



wo ei(a), £2(^)9 • • • ^^~i(^) ^lu System von Fundamental-Einheilen sind. 
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Da eine vollständige Theorie der ans Men Wurzeln der Einheit ge- 
bildeten complexen Zahlen zugleich mit die Theorie der aus den Perioden 
dieser Wurzeln gebildeten complexen Zahlen umfassen mufs und in vielen 
Stucken sich sogar auf diese stützt, so habe ich nicht versäumt, auch die 
Ausdrücke für die Anzahl der nichtäquivalenten Classen dieser aus Perioden 
gebildeten idealen complexen Zahlen vollständig auszuarbeiten. Die anzuwen- 
denden Principien, so wie die Ausführung derselben im Einzelnen, sind aber 
mit den hier entwickelten so übereinstimmend, dafs ich die Entwicklung dieser 
Ausdrücke hier übergehe und mich darauf beschränke, nur die Resultate den 
Lesern mitzutheilen. 

Ordnet man die ilten Wurzeln der Einheit a, a^, a^*, . . . aß^"^ nach 
den Gaufsischen Perioden, und zwar in e Perioden von je /* Gliedern, wo 
e.f=zX — 1 ist, bildet die aus diesen Perioden zusammengesetzten complexen 
Zahlen und theilt dieselben und ihre sammtlichen idealen Factoren in alle nicht- 
äquivalenten Classen ein, welche für dieselben bestehen und deren Anzahl 
gleich H sei: so müssen- in dem Ausdrucke des H die beiden Fälle unter- 
schieden werden, wo f gerade und wo f ungerade ist, und man erhält 
dann folgende Resultate. 

Ersfens, wenn f gerade ist, d. h. wenn die Perioden aus einer geraden 
Anzahl von Wurzeln der Gleichung a^=l bestehen, ist 

39. H = ^; 



• 



wo D die Determinante folgender (« — 1)^ Gröfsen: 



and 






ist; welches eine aus den e Perioden von je f Gliedern gebildete complexe 
Einheit und wo J die Determinante folgender (^—1)^ Gröfsen ist: 

15* 



X 

112 6. Kummer j über die aus den Wurzeln ^1 gebildeten camplexen SZahlen. 

/e,(«), ««2(0), . • . '«,-i(a). 



Ci(a), CzCa), ... ee-i(«) ist ein System von Fundamental - Einheiteo , welche 
aas den e Perioden von je f Gliedern gebildet sind. 

Ziweitena, wenn f ungerade ist, d. h. wenn die Perioden aus einer 
ungeraden Anzahl von Wurzeln der Gleichung a?- = \' bestehen « so ist 

P.D 



40. H = 



t*-i ' •» 



WO D die Determinante folgender 4-(« — 1)^ Gröfsen: 



und 






ist; welches eine aus -^0 Perioden von je 2/* Gliedern gebildete complexe 
Einheit ist. Ferner ist J die Determinante folgender {\e — 1)^ Gröfsen: 



und €i(a), €2(^)9 ••• «je-i(«) ist ein System von Fundamental-Einheiten, welche 
aus ^ den \e Perioden von je 2/^ Gliedern gebildet sind, wobei endlich P fol- 
gendes Product bezeichnet: 



^r-l = x(^*-A+^'«~»4-^3c-l+ • • • +^/e-0- 
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^19 ^2 9 • • • Sfi^2 bezeichnen, wie oben, die kleinsten positiven Reste, welche 
die Potenzen einer primitiven Wurzel g^ ^^ 4^N • • • ^^ för den Modul X 
geben, und ß ist eine primitive Wurzel der Gleichung ß^=z\. 

Ich füge noch einige Bemerkungen über die angegebenen Resultate 
hinzu. Die Anzahl H der nichtäquivalenten Classen aller aus den einfachen 

Wurzeln a, o', . . . o^ ' gebildeten complexen Zahlen und der idealen Fac- 

toren derselben, welche in der Formel (38.) gegeben ist, besteht aus zwei 

p 

wesentlich verschiedenen Factoren, nämlich dem Factor .^>.^ . und dem Factor 

•-J-; welche beide für sich ganze Zahlen sind. Für den Factor -^ folgt dies 

unmittelbar aus der Gleichung (39.), welche zeigt, dafs 'dasselbe --r für sich 

die Anzahl aller nichtäquivalenten Classen für die aus den zweigliedrigen 
Perioden zu bildenden idealen complexen Zahlen darstellt, also nothwendig 
eine ganze Zahl ist. Um in Beziehung auf den andern Factor des H in der 
Formel (38.) Dasselbe zu zeigen , verwandele ich die Factoren von der Form 
(piß^''"^)^ aus denen P zusammengesetzt ist, nämlich 

mit Hülfe der Gleicbang /?''= — 1 und yj^^ = A — ^j in die Form 

in welchem Ausdrucke alle Coefficienten der einzelnen Glieder ungerade Zahlen 
sind. Es kommt nun darauf an, wie viel mal fi den Factor 2 enthält. Setzt 
man deshalb /t = 2'^.i^, wo v ungerade ist und r auch gleich Null sein kann, 
und addirt zu dem Ausdrucke des (piß^"'^^) die Gleichung 

so wie dieselbe Gleichung, muIUplicirt mit ^"-^ /S^c^"-^), . . . /j(2^-w»--i)^ welche 
für jeden Werth des n Statt hat, mit alieiniger Ausnahme des Falles 2ii— l=i/: 
so werden alle CoSfGcienten in <p(ß^''^^) zu graden Zahlen; also ist 9>(/?^"*), 
mit Ausnahme des FaUes 2n— l = i/, immer durch 2 theilbar, und das P^o- 
dttct Pf welches aus ju. solchen Factoren besteht, ist theilbar durch 2^""^ Um 
weiter zu zeigen, dafs P auch durch A^""* theilbar ist, m'ultiplicire ich (piß^"^^) 
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mil ffß^""^—!^ wo ^ eine primitive Wurzel und deshalb ^^""* — 1 durch l und 
^^-f-1 durch k theilbar ist. Ich wähle auch, was immer angeht, die pri- 
mitive Wurzel so, dafs ff^-^-i den Factor X nur einmal enthalt. Es wird 
alsdann 

und es sind nun alle CoefiGcienten dieses Ausdrucks durch X theilbar; wie i^us 

der Congruenz gj,^g^^ mod. A, sogleich erhellt. Setzt man nun in dem durch 

X theilbaren Ausdrucke {gß^'"'^)(p{ß^'"^) nach einander n = l, 2, 3,...,i/ 

und bildet das Prodiict, so erhält man {g^-\-\)P theilbar durch A^, und da 

^^-f-1 den Factor l nur einmal enthält, so mufs P den Factor >L'""* enthalten. 

Da wir nun bewiesen haben, dafs P durch 2^'^ und auch durch l*^"^ theilbar 

p 
ist, so ist wirklich -^r-^rr ^'^^ ganze Zahl; wie behauptet wurde. 

In Beziehung auf die Classenzahl der aus Perioden zu bildenden idealen 
complexen Zahlen tritt ein wesentlicher Unterschied auf, zwischen denen, bei 
welchen die Perioden eine ungerade oder eine gerade Anzahl von Gliedern ent- 
halten. Wenn nämlich die Perioden eine ungerade Anzahl von Gliedern ent- 
halten, so besteht immer die Classen-Anzahl aus zwei solchen verschiedenen 
ganzzahligen Factoren, während in den Ausdrücken für die Classenzahl bei 
den aus Perioden von gerader Gliederzabi gebildeten idealen complexen Zahlen 
nur der eine dieser beidAi Factoren auftritt. 

Für den Fall, wo es nur zwei Perioden giebt, deren jede aus -^{X — l) 
Gliedern besteht, geben die Formeln (39. und 40.) die Anzahl. der Classen 
für die quadratischen Formen, deren Determinante» eine Primzahl gleich l 
ist, und zwar die eine fOr die positive Determinante il, die andere fflr die- 
selbe negative Determinante. 

Eine sehr merkwürdige einfache Beziehung, in welcher die Classen- 
zahlen der aus Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen zur Classenzahl 
der aus den einfachen Wurzeln der Gleichung a^ == 1 gebildeten steht, ist die^ 
dafs jene immer aliquote genaue Theile von dieser sind, da, wo sie ihr nicht 
völlig gleich sind. Diese Eigenschaft würde sich aus den gefundenen Aus- 
drücken für die Classen-Anzahl allgemein nur sehr schwer entwickeln lassen: 
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sie kann aber mit Leichtigkeit unmittelbar aus der Definition der Äquivalenz der 
idealen complexen Zahlen hergeleitet werden ; wobei man nur den einen Satz 
braucht, dafs. die Classen- Anzahl stets eine endliche, bestimmte ist. Ei mögen 
V-) Vi'i ^29 • • • Ve^t «Perioden von je«/* Gliedern sein, wo ef=2l — 1 ist und 
ferner q>{'i]\ Vi(v% TzC^}^ • • • <Ph~i(v) ^'^ ^ nichtäquivalenten Classen der aus 
diesen Perioden gebildeten idealen complexen Zahlen reprSsentiren, und zwar 
so, dafs 9(17) eine beliebige solche complexe Zahl der ersten Classe, 9^1(17) 
eine beliebige der zweiten Classe u. s. w. darstellt. Da nun die aus den Pe- 
rioden gebildeten idealen complexen Zahlen alle in den aus den einfachen 
Wurzeln der Gleichung a^ = i gebildeten mit einbegriffen. sind, so müssen die 
durch <sp(?7), yi(^), . . . (fh-iiv) repräsenlirten Classen alle in den verschie- 
denen Classen dieser allgemeineren complexen Zahlen vorkommen, deren An- 
zahl gleich U sei. Es kann nun erstens der Fall eintrelip, dafs aufser den 
A Classen, welche die aus Perioden gebildeten complexen Idealen Zahlen geben, 
für die aus den einfachen Wurzeln der Gleichung a^ = 1 gebildeten gar keine 
andern Classen Statt haben, dafs also A = H ist. Wenn dies aber nicht der 
Fall ist, so sei f(a) eine ideale complexe Zahl, welche nicht in den h Classen 
vorkommt, in welchen y(^), (Pi{f]\ ♦ . . (fk-iiv) vorkommen: dann gehören, wie 
leicht zu zeigen ist, f{oL)ip{ri\ A«)^^!^^), A^) 9^2(^)9 • • • /(«)9^a-i(^) nu«* solchen 
Classen an, welche weder unter sich, noch mit den Classen, denen (p(ji)^ ^liTÜt 
(pi(ji\ ...yÄ-i(^) angehören, äquivalent sind. Wäre nämlich zunächst f{^<fr{v) 
äquivalent /■(a)y,(?/), so multiplicire ich beide mit demselben Multiplicator F(a)^ 
welcher bewirkt, dafs F{a)f{a) eine wirkliche complexe Zahl ist; woraus dann 
folgen würde, dafs (priji) äquivalent 9«(^) sein müfste; gegen die Voraussetzung. 
Wäre ferner /'(a)y^(^) äquivalent y,(i?), so multiplicire ich beide mit einem solchen 
Multiplicator ^rC^)? welcher 4»riv)VrW *u einer wirklichen complexen Zahl 
macht; woraus folgen würde, datsf{a) äquivalent *,.(?/) ^^.(ij) sei, welches eben- 
falls gegen die Voraussetzung ist, weil /*(«}, wenn es einer aus den Perioden ge- 
bildeten idealen complexen Zahl äquivalent wäre, schon in den ersten h Classen, 
welche durch y(^), yi(^), . . . (fh^iiv) repräsentirt sind, enthalten sein müfstQ. 
Eine einzige, nicht in diesen h Classen enthaltene complexe ideale Zahl macht 
also, dafs eine neue Gruppe von h Classen hinzukommt. Eben so macht eine 
einzige nicht in diesen 2h Classen enthaltene ideale complexe Zahl, dafs eine 
ganze dritte Gruppe von h Classen, die weder unter sich, noch mit den vorigen 
äquivalent sind, hinzukommt: dafs also 3h Classen existiren; und so geht dies 
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weiter, bis wirklich alle H Classen erschöpft sind, welche sich, wie hieraus zu 
ersehen ist, nur durch ein genaues Vielfaches von h erschöpfen lassen. Es ist 
also immer H ein Vielfaches von k , oder A ein genan aliquoter Theil von fl; 
was zu beweisen war. Eben so wird 4>ewiesen, dafs wenn f ein Vielfaches 
von f ist, und zugleich ein Theiler von A— 1, die Classen - Anzahl der aus 
Perioden von je f Gliedern gebildeten idealen complexen Zahlen immer ein 
genau aliquoter Theil von der Classen -Anzahl fOr diejenigen ist, welche aus 
Perioden von je f Gliedern gebildet sind. 
Breslau, den 16ten Juni 1849. 
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Zwei besondere Untersuchungen über die Olassen- 

Anzahl und über die Einheiten der ans h}^"" Wurzehi 

der Einheit gebildeten eomplexen Zahlen. 

(Von Herrn Dr. S. £1 Kununer, Professor zn Breslau.) 



3lachdein ich id der vorhergehenden Abhandlong die Classen-Ansahl 
fflr die ans Xten Wurzeln der Einheit gebildeten coraplexen Zahlen angegeben 
habe, will ich jetzt zunächst folgende Frage vollständig beantworten: 

Pfir welche Werthe der Primzahl X ist die Classen-Anzahl der aus itten 
Wurzeln der Einheit gebildeten eomplexen idealen Zahlen durch l theil- 
bar; und fflr welche nicht? 
Nach der Gleichung (38.) in der vorhergehenden Abhandlung ist diese 
Ciassen- Anzahl: 

p 

wo die beiden Factoren, aus welchen sie zusammengesetzt ist, nAmlieh ^^ 

und -^, fflr sich ganze Zahlen sind; es wird also die Untersuchung, ob H 
durch X theilbar sei, oder nicht, fflr diese beiden Factoren besonders zu fflhren 

<p(ß) = l ^g,ß ^g^ß^J^g^ß^^ . . . +ß^,ß'-' ist 
Ich multiplicire (p(ß) mit gß—i^ so wird 

{gß-i)<p(ß) = Äyi^-i + (Äyi-i-yi)/5+(Äyi-yO/^+ . - . 

und es sind nun, wie schon in der vorhergehenden Abhandlung gezeigt, di0 
Coöfftdenten aller einzelnen Glieder durch l theilbar. Setzt man also 

and 
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sein. Ich mache den Anfang mit dem Factor ^^^^^^ , in welchem 
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so erhält maD 

und hieraus, wenn ß m ß^^ ß^^ . . . ß^^ verwandelt und das Prodnct gebildet 
wird, bei welchem 

ist: 

(^^-f 1)P = i/'tp(ß)tp(ß')tp(ß^) . . . v(/5^)- 

Es ist ^4' 1 i^^ß ^^^ primitive Wurzel des X und fi=^(l—l) ist) be- 
kanntlich durch l theiibar; man kann also ^^-{-1 = A.& setzen, wo G eine ganze 
Zahl ist. Man weifs auch, dafs nur in besondem FftUen, fOr einzehie Werthe 
der primitiven Wurzel ff, der Ausdruck ff^'\-i den Factor l zweimal, oder 
wohl gar mehrmal enthalten kann: wählt man aber, was immer möglich ist, 
die primitive Wurzel ß so, dafs dies nicht der Fall ist, so ist G nicht durch l 
theiibar. Man erhält also 

2. 2^-V--(22pr = y^(ß)y^(ß')y^(ß') • • • vc/?^"*). 
p 

Es kann demnach ,^^.^ . nur dann durch X theiibar sein , wenn das Product 

'^{ß)V(ß^)* "^(ß^"^) durch l theiibar ist; und umgekehrt, wenn dieses Pro- 
duct durch X theiibar ist, so ist auch wirklich dieser erste Factor der Classen- 
Anzahl H durch l theiibar. Nun ist aber olFenbar, wenn man statt der pri- 
mitiven Wurzel ß der Gleichung ß^^ == 1 die primitive Congruenzwurzel jf der 
Congruenz ^"^^1, mod.it, setzt: 

V(/?)V(/^) • • • V(/?'"') = V'(^)V'(/) . . . V^(4f'-'), inod.A; 

also wenn irgend einer der ganzzahligen Factoren dte^ Products V^(y)V^(^^)-.« 

p 
... ^{ff^"^) durch l theiibar ist, so mufs auch ^oDm-^ durch X theiibar sein; 

und umgekekrt, wenn keine der ganzzahligen Gröfsen V^(^), V^C^X • • • y^iff^"^) 

p 
durch X theiibar ist, so ist auch /oiw-i ^^^^^ durch X theiibar. Es hangt also 

für diesen ersten Factor der Classen- Anzahl H Alles davon ab], ob die Con- 
gruens 

3. *o+*iy'""* + *^^''"'H • • • +^1^2^'^'^"''^ = 0, mod.i, 
fär irgend einen der Werthe ii = 1, 2, . . . )ii erfflllt wird; oder fflr keinen 
derselben. Dividirt man die Congruenz durch ff^^\ nnd verwandelt mit Hfllfe 
der Congruenz ß^^ßti mod.il, die Exponenten 1, 2, 3, ... it— 2 in Indices, 
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90 wird aas dieser Congnienz folgende gleichbedeutende : 

Ans der Definition der Cofifficienten b^^ nämlich 

folgt nnn aber unmittelbar, dafs erstens ^^ == ist, fflr alle Werthe des g^^i^ 
welche zwischen und — liegen ; ferner 6^ == 1 fflr alle Werthe des g^^i , 

welche zwischen — und — liegen, oder allgemein bi=^8 fflr alle Werthe 

9 9 

des yj(.i, welche zwischen — und "^ liegen. Bezeichnet man durch t^ 
die gröfste in — enthaltene ganze Zahl, so läfsl sich, diejenigen Glieder zu- 

9 

sammenfassend , für welche die CoSfficienten 6« gleiche Werthe haben, die 
obige Congnienz folgendennafsen darstellen: 

+ 1 ((/. + !)»-»+ Ä+2)»— +...+/?-») 



4. 



welches wieder leicht auf folgende Form gebracht wird: 



.+(<,-i + ir-H(<^i+2f-'+ • • • +(*-l)*^' = 0, niod.A. 
Snbtrahirt man endlich von jeder einzelnen Zeile dieser Congmens die Cod- 
graenz 

|te-i^2»-»+3'-»+ . . . +(i— 1)»-» = 0, mod.;i, 

and verändert alle Vorzeichen, so erg{ebt sich 

(^t«'-i^2»-» + 3'-'-i- ... 4-/|n* = 0, mod.i. 

Ich mache jetzt von folgender bekannten ganzen rationalen Fnnetion 
Gebrauch : 

t. A{_x) — -Q^ — 2iJ2n— 1 . m '1' nZn -2.112 ' ' ' iI2./I2»— 2 ' 

16» 
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in welcher 0|, 02, . . . B^^i die BenumUV sehen Zahlen sind und Ilr = 
1.2.3 . . V r ist. Diese Function X{x) drückt , wenn x eine ganze Zahl ist, 

die Samme der Reihe r"-"*+2'"-H3'"-H •••+(«— *)""""' ««s^ dividirt 
durch /7(2ii — 1); also läfst sich mittels derselben die Congruens (6.) fol- 
gendermafsen darstellen: 

a X(/,+l) + X(/2+l)-f ... +-^(<^^.i+l) = 0, modi. 

Da nun /« die in — enthaltene gröfete ganze Zahl ist, so kann man 

*' T" 

setzen, wo r^ positiv und kleiner als g ist. Hierdurch erhflit man aus der 
Congruenz (8.) folgende gleichbedeutende: 

Die Zahlen Tj, r,, r^.i fallen, wenn auch in anderer Ordnung, mit 

den Zahlen 1, 2, 3, .... g — 1 zusammen; denn sie liegen alle zwischen 
und jT und sind alle verschieden von einander, weil, wenn rj^sr^^ wflre, 
auch t^^h^ mod.il, sein mflfste; was unmöglich ist, da t^ und <a beide 
Meiner als X sind. L&fst man nun aus der Congruenz (9.) die Vielfachen des 

Modul l weg und setzt statt der Zahlen r^, r,, r^.i die Zahlen 1, 3, 

3^ ._, jT— 19 so geht diese Congruenz in folgende einfachere Aber: 

10. x(l)+x(|-)-f . . . +X(i^) ^ 0, mod.A; 

welche Congruenz zwar Brflche enthfilt, die aber, da der Modul il in keinem 

der Nenner vorkommt, sogleich auf ganze Zahlen gebracht werden könnra, 

und also nicht stören. 

Die Function X{x) hat untei andern merkwürdigen Eigenschaften auch 

die, dafli sie sich in folgende unendliche Reihe entwickeln Ifilst: 

... {-^JYBn (— l)''2 / co82xn I co84Lrn , cosfijm , \ 

11. X{x) — jj2i| (2ii)«- V 1«- "T 21« T—35: T • • )^ 

gflltlg In den Grenzen :r = bis j? = 1. Setzt man in diesem Ausdrucke 

nach einander j: = 0, — , — , ... — — und addirt (wobei zu bemerken ist» 

9 9 9 

dafli X(0}s=0 ist, und dafs im allgemeinen auch die Summe 

. , 2ilrfi , 4Jtis , , iig—\)\n 

1-fcos f-COS Y ... 4-COS ^^ ^ ' — 

^9^9 9 

gleich Null und im Falle, dafs k ein Vielfaches von g ist, gleich g wird): so 
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eriiilt man 

^(f)+^(f)+-.-+^(^) 

ma (2«)«« V^ ^(29)»" ^(3^)»" T • • • uiini.;. 

Es ist aber bekanntlich 

. , 1 , i I • • f _ (iftf'Bn 

li-25rT sSTT • • • »Oini. — 2JI2m ' 

also wird 

und endlich 

Die CoDgraenz also, von deren ErfOlInng oder Nichterffillong es abhangt, 

p 
ob der erste Factor der Classen-Anzahl, nämlich .^..^ . , durch A. theilbar ist, oder 

nicht, hat nun folgende Gestalt angenommen: 

Der Nenner, als nicht durch den Modul X theilbar, kann sogleich wegfallen; 
anliierdem ist aber auch ^" — 1 nicht durch l theilbar, fflr die Werthe n = l, 
3, 3, ... /i — 1; fflr diese also geht die Bedingungs - Congruenz einfach in 

14. B^ = 0, mod«i 
Aber. Der Fall n = /i erfordert eine besondere Betrachtung, weil fflr den- 
selben die Congruenz (13.) die Form % annimmt, wegen des in 2*^—1 und 
ebenfalls im Nenner der filen BemoultFschen Zahl B^ enthaltenen Factors l. 
Fflr diesen Fall drflcke ich die fite Bemoullfache Zahl durch die niedrigeren 
aus, nach der bekannten Formel: 

^^ ~ 2«JI3/Z2^— 2 2*/r5/Z2^— 4 i' •• »2^(2^ + 1)» Vf* 

In dieser Formel enlhfllt nur das einzige, vorletzte Glied den Factor 2ju -}- 1 = ^ 
im Nenner; alle flbrigen Glieder sind Brflche, in deren Nenner l als Factor 

nicht vorkommt. Stellt man sich dieselben alle in einem einzigen Bruche -^ 
zusammengefafst vor, wo iV nicht durch l theilbar ist, so erhfllt man 
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Setzt man weiter ff^^—i = lK, wo k nicht weiter durch l theilbar ist, weil 
wir schon oben uns Vorgesetzt haben, y immer so zu wählen, dafs ^^-{~^9 
und also auch ^^ — 1, den Factor X nur ein einzigesmal enthalte: so giebt die 
Gleichung (12.) fflr den Fall n = fi: 

Die Congruenz-Bedingung (10.) giebt also in diesem Falle 

2V^fi^'^mi, — ®' "^^^-^^ 

und da nun k nicht durch l theilbar ist, so findet diese Congruenz nicht Statt. 

Die obige Congruenzbedingung wird also in dem Falle n=/i niemals erfOUt und 

es hangt Alles nur davon ab, ob die Congruenz (14.), nämlich 0,.^O, mod.il, 

fflr irgend einen der Werthe ii = l, 2, 3, .../i — 1 Statt hat, oder nicht. 

Wir haben demnach als Resultat folgenden Satz: 

p 
Der erste Factor .oiv-^ ^^^ Classen - Anzahl H ist theilbar durch X^ 

wenn l eine solche Primzahl ist, welche als Factor des Zählers einer 
der ersten l(it — 3) BemouUfschen Zahlen vorkommt: f&r alle flbrigen 
Primzahlen X ist dieser Factor nicht durch X theilbar« 
Es ist jetzt ferner fflr den zweiten Factor der Classen -Anzahl H, 

nämlich •^, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe durch il 

theilbar sei, und unter welchen nicht. Hierzu ist glflcklicherweise die Kennt- 
nifs der in jedem besonderen Falle nur mit äufserster Mflhe zu ermitteln- 
den, in J enthaltenen Fundamental -Einheiten nicht nöthig, sondern nur die 
Definition derselben. Hat man ein System von fi — 1 unabhängigen Ein- 
heiten, welche aber im allgemeinen nicht die Fundamental -Einheiten selbst sind, 
so erhält man aus ihnen alle Einheiten , indem man dieselben zu Potenzen erhebt, 
deren Exponenten auch rationale Brflche sein können und solche mit einander 
multiplicirt. Ein solches System unabhängiger Einheiten ist aber das System 

<f(a), e{of)^ e(aß') . . . e{cfi^)^ 
welches in D enthalten ist. Setzt man also 

= e{af- . e{a^f^ . . . «(a^"')''^-' 
15^ U,(a) = e{af^.e{a^r* . . . eiaß^'Y"'' 
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wo die gebrochenen Potenz -Exponenten r\ mit zwei Indices so za nehmen 
fluid, dafs «i(a), ^2(0)^ .... €^«.i(a) wirklich za ganzen complexen Ein- 
heiten werden: so sind diese Einheiten Fundamental -Einheiten, wenn die 

Determinante der gebrochenen Exponenten, nftmlich S±r\ri . . . r^Ii, den 
möglich -kleinsten Werth hat, aber nicht gleich Nail ist. Es mögen nnn 
wirklich die Exponenten r\ dieser Bedingung gemäfs bestimmt sein, so dafs 

£i(a), «sC«), • •• ^/i-i(tt) wirkliche Fandamental -Einheiten sind, so hat man^ 
wenn die Logarithmen genommen werden: 

16, /€*(«) = rj/€(a) + r*/«(a0+ . . . +r*_i/i?(a^^"'). 

Da nun J die Determinante der Gröfsen /€i(a), l^^ipt)'^ . . . l^fi^iW und 
derer, welche durch Verwandlung des a in cfi^ a^\ • • . cfi^^^ aus denselben 
entstehen, bezeichnet, und eben so D die Determinante der Gröfsen le{a\ 
le{p^\ ••• le(cfi'"'^) und derer, welche aus diesen entstehen, indem man a 

in o^, aß\ . . • cfi^'' verwandelt: so hat man nach einem bekannten Satze 
Ober Determinanten: 

J = D.2;±r{fi . . . r^U 
also 

17 i^ = _L_. 

Bringt man nun diejenigen rationalen Brflche r}, rf, . . . r^^i, welche als 
Exponenten in einer und derselben Fundamental-Einheit e^^a) vorkommen, unter 
einen gemeinschaftlichen, und zwar den möglich - kleinsten Nenner, welcher 
Ui sein mag: so kann man allgemein 



r* 
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setzen, wo iti^ und n^ ganze Zahlen sind, von der Art, dafs n^ nicht mit allen 
Uli , ml , ... m^.x einen gemeinschaftlichen Factor hat. Hierdurch wird 

ift — — ^t^t * * ' ^/i— 1 

^ ~ S±m\ml . . . m^Z\ 

Es kann also -j- den Factor l nur dann enthalten, wenn ^ne der ganzen 

Zahlen Hi, it,, ... n^^i durch l theilbar ist, also nur dann, wenn eine Gleichung 
von folgender Form Statt hat: 

19. €(«)" = e{aT^.e{aßy^ ... 0(aß^y''"\ 
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in welcher n durch l theilbar ist, aber oii, nh, . • . oi^.t nicht alle dorch l 
theilbar sind. Non ist aber jede Ue Potenz einer ^nzen complexen Zahl 
immer einer realen ganzen Zahl congrnent, für den Modul 1, also auch «(a)"^Cy 
med. J.^ wo c eine reale ganze Zahl bedeutet: also mufs 

20. e(a)-«.6(a')"'« ••. e (0*^"*)""^'* = c, mod. X, 

D 

sein , wenn -^ den Factor X enthalten soll, und wo oii , 1912 , . • . m^^i nicht alle 

durch k theilbar sind. Um nun die Bedingung zu erforschen, unter wekAer 
eine solche Congruenz Statt haben kann, mache ich daraus die Gleichung 

21. e{ar^.e{af^T- ... e{cfi^'Y^'' = c-fXyC«), 

in welcher ^(ce) eine ganze complexe Zahl bedeutet. Eine solche Gleichung 
unter ganzen complexen Zahlen, welche für jeden Werth des a gilt, der der 
Gleichung l-j-^^^-f o(^-f • • • -j.a^-^ = genflgt, zieht nach bekannten Principien 
immer eine fflr jeden beliebigen Werth das x geltende nach sich, wenn man 
a in 0? verwandelt und ein Glied von der Form (1-f ^4-^'+ • • . +^0v(^) 
hinzufflgt. Demgemäfs erhält man hier die für jeden beliebigen Werth der 
Variabehi x geltende Gleichung 

22. e{xT^ . €(a:^)- ... e (a^^"')""^-* 

Ich nehme jetzt auf beiden Seiten die Differentialquotienten der Logarithmen, 

de Ix) 
wobei . durch ^{x) bezeichnet wird, multipÜcire mit x und gebe sodann 

dem X seinen besonderen Werlh x^=a zurflck: so wird 

_ Aay^(fl) + (a4-2o«4-3g»+ ... +(A— l)a^OV/(a) 
~ c+A9(a) 

Diese Gleichung enthalt nur complexe Einheiten in den Nennern; also we* 
sentlich nur ganze complexe Zahlen. Ich verwandele sie wieder in doe 
Congruenz fQr den Modul 1, indem ich die Vielfachen von l weglasse; dabei 
bringe ich die complexe Zahl v^(ce) auf die Form a^{\—d)f{a)^ wo a eine 
reale ganze Zähl ist, und bemerke, dafs 

(l—a)(a+2aH3«'+ •••+(*— ^)«^) = — *> 
also 
(^4.2a»+8«*+...+(X-l)a'-')V'(«) = («+2a»+3a'+...+(A-l)a^)« 
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fAr den Modul l ist. Endlich bestimme ich noch die ganze Zahl M so, dars 
2cM^ay mod.it, nnd setze der Kflrze wegen 

' 2atf(a) ^. . 

— TT^ = F(a): 
e(a) ^ ' 

SO ist 

. 24. %iiiF(a)-f iW2^F(a^)+ ... -f »•^«i^''-'F(a^^'*) 

fOr den Modal il. Ich entwickele jetzt die complexe ganze Zahl t\a). Es ist 
also 



«I 



^(x) jr-»(l+x) ffjr-»(l+x*) 



und daher 



e(x) 2(i— jt) 2(1— jr<r) » 



e(a) 1— o 1— «r 

Ans der schon oben benutzten Gleichung 

(l-o)(of 2a»-f3a*+ ... 4-(i-l)o^-') = -l 
folgt nun 

1 — (o4-2a*-f3«'+ . . . -f (A— 1)«^-' ) 

\-a X ' 

und wenn mit !-{-« mulliplicirt wird, 

l+o _ — (A+2g-|-4«*4-6g«+ . . . +2(A— 1)«'-*) 
l-o ~ ~ X '♦ 

welches, wenn man statt der Zahlen 1, 3, 3, ...A— 1 in den Co(}fEcienten 
die mit diesen, wenn auch in anderer Ordnung zusammenfallenden 1, y, g^^ ... 
' ' ' 9x-!ii »od in den Exponenten statt ihrer die Potenzen 1, y, ^, . . . (^^ 
setzt, auch so dargestellt werden kann: 

1±SL — -(A+2tt-|-2y.«g+2g,a>g'+ . . . +2g^-»«^'*) 
Wird noch a in o' verwandelt and mit g multiplidrt, so ist auch 

Wird diese Gleichung von der vorhergehenden subtrahirt, so erhfllt man 
Dieselben CoöfBcienlen sind aber schon in dem ersten Theile unserer Unter- 
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suchung vorgekommen, wo wir sie durch ^o? ^19 ^29 • • • ^;-.2 bezeichneten. 
Werden demnach dieselben Zeichen auch hier angewendet, indem allgemein 

gesetzt wird, so ist 

25. F(a) = ^ — l-}-2*o«+26ia«-|-2A2a-"'-f . . .. i-2*x-2Ct-^"'. 

Setzt man noch 

2Aji + l— ^ = Ci 

und bemerkt, dafs Cjt+^= —Cj,^ weil *jn.;.-f *a =^ — 1 isl, so nimmt die Ent- 
wicklung des F{a) folgende Form an: 

26. F{a) = c(a — a-0+^i(«^ -«""•')+ • • • +^.«-i(«^''"* ~a""0- 
Werden nun diese Entwicklung und die daraus hervorgehenden von F{oß)y 
F(aß')^ . .. Fio^'"^) in der Congruenz (24.) substituirt, so erhalt man aus der 
Vergleichung der Coefficienten der einzelnen Glieder folgende /i Congmenzen : 

) 

Um M zu eliminiren, multiplicire ich diese Congmenzen der Reibe nach mit 
I1 9""\ /<*"-'\ . . . //«-»K*— ») und addire, so ergiebt sich rechterhand 

1+/"+/"+ • • • i/^-^'^O, mod.Ä, 
für jeden der Werthe n=l, 2, 3, ... fi — 1. Die Seite rechts dieser Con- 
graenz verschwindet also für alle jene Werthe des n: die links aber zerfiUt 
von selbst in das Product zweier Factoren und es wird 

•28. («1 +»«,/" + "»3/"+ ••• +"•^-15''^''"'*") 

tvelches die Bedingung ist, die für alle Werthe n=l,2, 2,.../« — 1 erfOUt werden 
mufs, damit -j den Factor l enthalten könne. Wenn nun der Factor c-f-Ciy"~' 
-f Cj/f^"-»)^. . . . -f-c^_,y^-'""-'> für keinen der Werthe von n durch X 
tbeilbar ist, so mufs der andere Factor fOr alle Werthe congruenl Nnll sein. 
Es mufs also folgendes System von Congruenzen Statt haben: 

29. h-^- "^^ + «»^ + • + «".-«i^"-*' ^^ ) „,od.X. 




X 
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Die Determinante dieses Systems lineSrer Congraenzen ist nicht congruent 
Null, denn sie ist bekanntlich aus lauter Facloren von der Form ^^ — ff^ zu- 
sammengesetzt , in denen h und k kleiner als fi — 1 und von einander ver* 
schieden sind: mithin ist keine dieser Congruenzen mit den Obrigen identisch, 
oder schon in denselben enthalten. Diese Congruenzen sind also nicht an* 
ders zu erfüllen, als wenn alle die Gröfsen »ti, m^, ... iii^_, einzeln con- 
gruent Null sind, für den Modul A; welches gegen die Voraussetzung ist. Es 
mufs also nothwendig der andere Factor der Congruenz (28.) für irgend einen 

der Werlhe ii = l, 2, 3, ... fi — 1 congruent Null sein, wenn -^ durch l 
theilbar sein soll, mithin mufs man 

30. c + Ci/--*4 Cj/^^-*>+ . . . -f c^_t/^-^>^'''-^> ~ 0, mod.A, 
haben. Vermöge der Gleichung Cj^_^^ = — c^ und der Congruenz ^*"**^ ^ — y, 
mod.>., kann man auch die Anzahl der Glieder verdoppeln, so dafs 

als die Congruenz genommen werden kann, welche nothwendig erfüllt werden 
mufs, wenn -^ durch l theilbar sein soll. Wird zu dieser die Congruenz 

addirt und für Ck-[-g—\ wieder das Zeichen 2b j^ gesetzt und durch 2 dividirt, 
so erhAlt man endlich die Congruenz in der Form 

31. A,+ft|/'-* + ft2/^'''-*^-f . . . ^A(^-^)(2-t) ^ 0, mod.i. 
Dies ist aber die schon oben vollständig untersuchte Congruenz, welche, wie ge- 
zeigt wurde, nur dann Statt hat, wenn l eine derjenigen Primzahlen ist, die als 
Factor des Zählers in einer der ersten i(>t — 3)i9^itoti//ischen Zahlen •vorkom- 
men. Das Resultat dieses zweiten Theils unserer Untersuchung ist also folgendes: 

Der zweite Factor -j- der Classen- Anzahl H kann nur dann durch iL 

^ p 

theilbar sein, wenn auch der erste Factor ^ - ^ durch l theilbar ist. 

Der umgekehrte Salz von diesem ist nicht mitbewiesen und findet, wie ich 
vermnthe, auch gar nicht Statt. Fassen wir nun das Resultat mit dem vorigen 
zusammen, so haben wir folgenden Lehrsalz: 

Die Anzahl aller nichtäquivalenten Classen der aus Aten Wurzeln der Ein- 
heit gebildeten idealen coroplexen Zahlen ist durch X theilbar, wenn l eine 
solche Primzahl ist, welche als Factor im Zähler einer der ersten i(>t — 3) 
Bernoullischen Zahlen vorkommt; dagegen für alle andern Primzahlen k 

ist diese Classen - Anzahl nicht durch a theilbar. 

» ■ 

17* 
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Die zweite «Untersachang, welche ich hier dorchf Ohren will, soll die 
Frage erörtern: 

. Unter weldien Bedingungen kann eine complexe Einheit einer realen 
ganzen Zahl congruent sein, fftr den Modul i, ohne eine lle Potenz «iner 
andern complexen Einheit zu sein? 

Es sei die zu untersuchende Einheit 

E{a) = ±a^e{af .e{a^f . . . e{aß^'^) * ; 

welche Form alle möglichen Einheiten umfafsl. Die Bedingung E(a)^c, mod. l^ 
wo c eine reale ganze Zahl ist, giebt auch E(a''^)^c, also auch E(a)^E{a''^); 
woraus a^=:a~^ folgt. Es mufs demnach a} = i sein, und wenn zur nten 
Potenz erhoben wird, so ergiebt sich, da E{a)^c ist: 

c" = ±€(a)"^.e(a^p . . . e{a^'"''f^'\ mod- i. 

Diese Congruenz ist aber mit der obigen, bereits vollstSndig untersuchten Con- 
gruenz (20.) vollkommen identisch, und wir wissen, dafs wenn l eine Prim<* 
zahl ist, welche in den Zählern der ersten i(it — 3) i9eriioti//ischen Zahlen 
als Factor nicht vorkommt, eine solche Congruenz nicht bestehen kann, ohne 
dafs riti, fii2, ... it^.i alle durch l theilbar sind. In diesem Falle ist also 
E{ay gleich einer iten Potenz einer Einheit, und n ist nicht theilbar durch A, 
indem der Nenner n nicht mit allen Zählern iHi, tiia, ... m^^i einen gemein- 
schaftlichen Factor haben soll. Wenn aber E{ay gleifch einer ^ten Potenz 
und n nicht durch l theilbar sein soll, so folgt leicht, dafs auch E(a) eine 
ille Potenz sein mufs. Bestimmt man nSmlich die beiden Zahlen « und t so, 
dafs ns — kt^i ist und erhebt E(ay zur «ten Potenz, so ist auch E(ay* 
= E{aY'^^ = E{af\E{a) gleich einer ilten Potenz einer Einheit. Es ist also 
folgender Lehrsatz bewiesen: 

Wenn l eine Primzahl ist, welche in keiner der ersten ^(A — 3) Bemoullh^ 
sehen Zahlen als Factor des ZShlers vorkommt, so ist Jede aus l\en 
Wurzeln der Einheit gebildete complexe Einheit, welche einer realen 
ganzen Zahl congruent ist, fflr den Modul ^, eine Me Potenz einer an- 
dern complexen Einheit. 

Hiermit ist die aufgestellte Frage genügend beantwortet; denn, zu untersuchen. 
In wie weit auch die Umkehrung dieses Satzes richtig sei, liegt aufser unserem 
Zwecke. 
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■ 

Aas diesen Untersuchnngen gebt bervor, dafs die aus itten Wurzeln 
der Einheit gebildeten complexen Zahlen in ihren tiefer liegenden Eigenschaften 
nicht unwesentliche Unterschiede haben, je nachdem X eine Primzahl ist, welche 
in dem ZShler einer der ersten i(>t — 3) BemtnttHsehen Zahlen als Factor 
vorkommt, oder nicht; welche Unterschiede ich auch noch bei andern Unter- 
suchungen Aber diese complexen Zahlen wahrzunehmen Gelegenheit gehabt 
habe. Aus den bekannten Zahlenwertben der ersten Berfumllischen Zählen 
habe ich alle Primzahlen bis ^ = 43 in dieser Beziehung geprflft, und gefun- 
den, dafs unter denselben nur eine ist, welche im ZShIer der ersten iß^S) 
Bernoutlischen Zahlen als Factor vorkommt, nSmlich l = 37, da 37 ein 
Factor des Zfihlers der 16ten i7enioti//fschen Zahl ist, wShrend die Prim* 
zahlen ;t = 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 43 diese Eigenschaft 
nicht haben. Oberhaupt scheint in der Reihe aller Primzahlen jene besondere 
Art ziemlich sparsam vertheilt zu sein, so dafs dieselbe fflglich nur als Aus- 
nahme zu behandeln sein möchte. 

Breslau, den ISten Juni 1849. 
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8. 

Allgemeiner Beweis des Ferniatschen Satzes, dafs 
die Gleichung sc^ +y' «» z^ durch ganze Zahlen unlösbar 
ist, för alle diejenigen Potenz-Exponenten \, welche 
ungerade Primzahlen sind und in den Zählern der 
ersten 4 (k - 33 BemouUischen Zahlen alsFactoren 

nicht vorkommen. 

(Von .Herrn £. E. Kummer, Professor in Breslau.) 



In den vorhergehenden Abhandlungen haben wir die Theorie der 
complexen Zahlen bis zu dem Puncle geführt, dafs mit Hölfe derselben der 
Beweis dieses Fermatschen Satzes, wenn gleich noch nicht volikommeD all- 
gemein, so doch fOr alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten die in der 
Überschrift bezeichnete Bedingung erfflllen, leicht und sicher geführt werden 
kann. Da es hierbei wenig Unterschied macht, ob man x^ y, % nur als reale 
ganze Zahlen , oder, allgemeiner, als complexe, aus Aten Wurzeln der Einheit 
gebildete Zahlen annimmt, so wollen wir den Beweis * sogleich ffir complexe 
Zahlen geben. Die zu untersuchende Gleichung sei demnach 

1. u^\\y^\%^ = 0; 

wo ti» r und w wirkliche complexe Zahlen bezeichnen. Ferner sei l. eine 
Primzahl, welche in keiner der ersten |(A— 3) Bernoullischen Zahlen als 
Factor des ZShIers vorkommt. Unter dieser Voraussetzung haben die hier 
vorkommenden complexen Zahlen nach den in der vorhergehenden Abhand- 
lung bewiesenen Sätzen, erstens, die Eigenschaft, dafs die Anzahl aller nicht- 
äquivalenten Classen nicht durch A theilbar ist; woraus wir sogleich die fOr 
den folgenden Beweis bemerkenswerthe Folgerung ziehen^ dafs hier niemals 
eine Ate Potenz einer idealen complexen Zahl zu einer wirklichen werden 
kann, oder dafs, wenn eine Ate Potenz einer complexen Zahl gleich einer 
wirklichen ist, diese complexe Zahl selbst eine wirkliche sein mufs (Man sehe 
die Abhandlung No. 16. Band 35. S. 356 dieses Journals). Zweitens ist bei dieser 
Voraussetzung, nach dem letzten Satze der vorhergehenden Abhandlung, jede 
complexe Einheit, welche fQr den Modul k einer realen ganzen Zahl con- 
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gruent wird, stets eine Ate Potenz einer andern Einheit. Dafs die compiexen 
Zahlen u, v und w so angenommen werden, dars sie nicht alle drei einen 
gemeinschaftlichen Factor haben und dafs darum auch nicht zwei derselben 
einen gemeinschaftlichen Factor haben dürfen, versteht sich von selbst 

Der Beweis der Unmöglichkeit der Gleichung (1.) zerfällt nun in zwei 
Theile, deren erster den Fall betrifft, wo von den drei compiexen Zahlen ti, 
r und w keine den Factor 1 — a hat, der zweite aber den Fall, wu eine 
derselben durch 1 — a theilbar ist. 

Es sei erstens in der Gleichung 

keine der compiexen Zahlen u, v^ w durch i — a theilbar. Da in der ge*- 
gebenen Gleichung nur die Aten Potenzen von u, f, w vorkommen ^ so 
kann man diese compiexen Zahlen mit^ beliebigen ilten Wurzeln der Einheit 
multipliciren ; man kann also a^u statt u setzen, wo A eine beliebige ganze 
Zahl ist, welche sich, wie leicht zu zeigen, immer so bestimmen läfst, 
dafs a^u die Form a-f-(l — afP erhält; wo a eine reale ganze Zahl und P 
eine complexe ganze Zahl ist. Dieselbe Form kann auch dem v und tv ge- 
geben werden. Es sollen deshalb hier Oberall fflr u, v und w folgende For- 
men angenommen werden: 

'4. }v = * + (! — «)'0 

Die realen ganzen Zahlen a, b, c sind wiegen der Voraussetzung, dafs u, 
V, w nicht durch i— a theilbar sein sollen, nicht durch il theilbar. Ich zerlege 
nun die Form ii^-|-r^ in ihre Factoren und erhalte so aus der Gleichung 

ti^'\-v^'\-w^ = folgende: 

3. (ti-f t?)(ti-f-ar)(i#-|-a'i;) . . . {u-^a^^'v) =* — m^. 

Diese l Factoren haben keinen gemeinschaftlichen Theiler: denn bitten 
u-\-a^v und ti-f «*r einen solchen, so mflfslen auch («' — a')v und {a'' — a')v 
denselben Theiler haben, und da u und v relative Primzahlen sind, so könnte nur 
ff — a" der gemeinschaftliche Theiler sein. Es ist aber a**--«* gleich 1 — «, 
multiplicirt mit einer compiexen Einheit, ttnd dieses kann nicht Theiler eines 
jener a Factoren sein, weil sonst, gegen die Annahme, auch u^ und folg- 
lich Quch w durch 1 — a tiieilbar sein mfifsle. Da nun alle diese FactoreA 
auf der Seite links der Gleichung (3.) relative Primzahlen sind und ihr 
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Prodact gleich einer llen Potenz ist, so mflssen sie alle einzeln gleich Umk 
Potenzen gewisser idealen complexen Zahlen sein, mnltiplicirt mit irgend welchen 
complexen Einheiten. Es folgt dies unmittelbar, eben so wie fflr gewöhnliche 
giinze Zahlen, ans dem in der Abhandlung No. 16. Band. 35. pag. 348 bewie- 
senen Satze, dafs, abgesehen von den Einheiten, welche als Factoren zutreten 
können, jede complexe Zahl sich nur auf eine einzige bestimmte Weise als 
Product ihrer idealen Primfactoren darstellen Iflfst. Man erhält daher allge- 
mein fOr alle Werthe r=^0^ 1, 2, ... l — 1: 

wo Ir eine complexe Zahl ist, Factor von w^ und a^Er{a) eine Einheit, von 
der Art, dafs E^ia) = Er{ar^) ist. In zwei Factoren, a^ und Er{a\ 
deren einer nur eine Ate Wurzel der Einheit ist, der andere die Eigen- 
schaft hat, bei der Verwandlung des a in ar^ ungeSndert zu bleiben, lAfst 
sich nämlich, wie bekannt. Jede beliebige complexe Einheit zerlegen. Da 
nach Gleichung (4.) tl gleich einer wirklichen complexen Zahl ist, so schliefseo 
wir sogleich, nach Dem, was oben gezeigt, dafs auch tr selbst eine wirkliche 
complexe Zahl sein mufs ; und da jede Ate Potenz einer wirklichen complexen 
Zahl bekanntlich einer realen ganzen Zahl congruent ist, fflr den Modul i, so 
setze ich tl ^ m, med. A ; wo m eine reale ganze Zahl ist. Die Gleichung (4.) 
geht dadurch in die Gongmenz 

5. ii-f-a'^t? ^ a^.E^(a)mf mod.it^ 

Ober. Wird nun a in a"^ verwandelt, wodurch u in u', v in V, u^ in ic^' * 
übergehen mag, so ist , 

6. ii'-f-«"^»' ^ «"'iE,. («)»•, mod. ;L; 
aus welchen beiden Congruenzen durch Elimination des m 

7. a-^^tl -!-«'• r) = a^(ii'+a-V), mod.i, 

folgt. Nimmt man statt des Moduls X den Modul {i — a)\ welcher ein Divisor 
von l ist, und bemerkt, dafs nach den Gleichungen (2.) u ^ a, r ^ A» 
f/^a» v'=ib, ffir den Modul (i — af ist, so erhSit man 

8. a-^^a -f a^b) = a^(fl f a'^'b) , mod. (1 — «)% 

und da allgemein o^^l— A(l — a^ mod. (1 — a)% ist, so geht diese Congraeu 
in die folgende Aber: 

2(fl4-6)p = 2*r, mod.(1 — a). 

Da nun reale ganze Zahlen, welche durch 1 — a theilbar sind, auch durch l 
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theilbar sein müssen , so ist 

9. (ö-f*)p == ^^^ mod.il. 
Nennt man nun k diejenige ganze Zahl, welche der Congroenz 

10. ra-f *}Ä = *, mod. A, 
genügt, so ist k von r unabhängig und Q='.k.r, also giebt die Congruenz (7.) 

11. a-*'^(ii + a^r) = a+*"(t/'4-a-V;, mod. A. 

Für den besondern Fall r = hat man, da /i-f ^ ^^^^^ ^0? ^^^' ^> ^^^^ 
kann, aus der Congruenz (9.): (»^::0, mod. A^ also 

12. II -fp ^ ^''\-v', mod. il, 

und Ab u, V, w in der gegebenen Gleichung u^'{-v^-\-w^s==0 beliebig ver- 
tauscht werden können, so ist auch 

und aus diesen Congruenzen folgen die drei einfacheren: 

u ^ u' 

14. Iv^v') mod. it. 
w ^ w' 

Hiernach verwandelt sich die für jeden beliebigen Wertb von r geltende Con- 
gruenz (11.) in folgende: 

15. a"*''(ii-|-a''r) = a*''(ii+a~"r), mod.i, 
oder in 

tt(a*' — a-*^)+r(a<*-*>'' — a"<*-*>'-) = 0, mod.i. 

Idi setze r = l und r = 2, und erhalte dadurch: 

I ii(a* - a-*) -f r(a<*-*^ - a-^*-^>) =0,1 
^* iti(a^*-a-^*)4-r(a'<*-^)-a-^(*-*>) = 0,( ''' 

und wenn die erste dieser beiden Congruenzen mit a^-^a*** multiplicirt und die 
zweite davon abgezogen wird , so ist nach Weghebung des gemeinschaftlichen 
Factors v, welcher nicht durch 1 — a theilbar, also zu X relative Primzahl ist, 

(a*-f a-*)(a<*-*> — a-(*-*>)-f(a'<*-*^-a-'^*-^>) = 0, mod, X, 
also 

(«*-* — cr<*-*>)(a* + a-* — a*-* — a"^*-^') = 0, mod. i, 
folglich 

17. («*-* — a-<*-*>)(a-* — a»-0(l — «) = 0. mod. X. 
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Wenn oun kelaer dieser drei Facloreo ffir sieb gleich Null ist, so enlhAlt 
das Prodoct derselben den Factor 1 — a dreimal : es raOfste denselben aber eben- 
sovielmal enthalten als i., also l — Imal, damit die Congnienz wirklich Statt 
habe. Mit Ausscblufe des einzigen Falles ü. :=: 3 kann also diese Con^nens 0?.) 
nicht Statt finden, wenn nicht 

ientweder «*-* — a"<*-" = 0, 

ioder «-* — a*-^ = 

ist. Es mufs also entweder A ^ 1, oder 2A ^ 1 , med. l, sein. Der erste FaH 
k^l wfirdo aber der CongmenE (10.) sofolge a^O, med. A^ geben, ond 
kann deshalb nicht Statt haben. Der zweite Fall 2k ^i giebt der Ooa- 
gruenz (10.) zufolge a^A, mod. l, woraus durch blofse Vertauscbuog der Bach- 
staben folgt, daß auch « ^ c und b^c, mod. i., sein mnfs. Aus der Gleidrang 
u^-\-v^-\-u^ = folgt aber, nach den bei (2.) angenommenen Ausdrücken 
von u, V und w, dafs auch a^-\-b^-\-c^^O, mod. l, sein mofs, also aticb 
a-\-b-{-c^Oi mod. Jl, und da a, b und e congruent sind, endlich 3ff^0« 
mod. X, welches, mit Ausnahme des schon oben ausgeschlossenen Falles 
X = 3, ebenfalls unmAglicb ist, weil nach der Voraussetzung u den Factor 
i — a nicht enthalten und also auch a nicht durch A ibeilbar sein darf. 
Hiermit ist nnn der erste Tfaeil des Beweises voUstfindig gegeben, indem ge- 
zeigt worden ist, dafs die Gleicbong u'-f u'-j-w^ 3=0, wenn keine der com- 
plexen Zahlen u, v und w den Factor 1 — a enthält, immer eine unmögliche 
Congroeni fQr den Modul jl nach sich zieht ; mit Ausnahme des Falles Ä = 3, 
welchen wir hier nicht besonders betrachten wollen. 

Es sei zweitens in der Gleichung u^ -\- v^ -^ w^ = eine der drei 
Zahlen m, v, w durch i—a Iheilbar; zu welcher tc genommen werden soll. 
Dieselbe kann den Factor 1 — a auch mehrmals enthalten. Setzt man daher 
(1 — a^io statt Wt so dafs nnn uj den Factor 1 — a nicht weiter enthält, so 
ist die zn nntersncbende Gleichung: 

v^-\-r>^-\-{l — a)'\u>^ = 0. 
Statt dieser eher setze ich die etwas allgemeinere 

19. «*-j-p* = E(a){i—a)-'Ku>^, 
in welcher iSitc) eine beliebige complexe Einheit bezeichnet. DurcA Zo^e- 
gnng des Ausdradts u^-<ht/ in Pactoren erhält man 

20. («-}-D)(«-f «p){-w-j-«V)...:{u + a*-'r) = E(a)(l-«)'"^w'. 
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X Faetoren «f-j"^» u-fav, q. s. w. haben hier alle den gemeinschaftlichen 
gröfsten Factor 1 — a; aufser diesem haben je zwei derselben keinen gemein- 
schafllichen Theiler. Nimmt man nämlich fflr u und v wieder, wie oben, die 
Formen ii = ä-j-(1 — <xTP und v = i'\'(i—a)^Q an, so erhält man 

21. fi-f-a''«' = a-\'b — rb{l — a).t moi.(l — af; 

es roufs aber U'\-a''v wenigstens fQr einen Wertb von r durch 1 — a theilbar 
sein, weil das Product alier dieser Factoren durch (1 — a)"*^ theilbar ist: also 
mofs d-f^ durch 1 — a, folglich auch durch A theilbar sein, und die Gon- 
gruenz (21.) verwandelt sich in 

22. tt + a"t; = r6(l — a), mod.(l— a)^ 

woraus zunächst folgt, dafs für jeden Werth von r, U'\-a''v den Factor 1 — a 
enthalten mofs, statt dessen auch der Factor 1 — a" genommen werden kann, 
welcher sich von diesem nur durch eine complexe Einheit unterscheidet, die als 
Factor hinzutritt: ferner, dafs u-ya'^v diesen Factor 1 — a'' oder 1— a nur 
einmal enthalten kann, mit Ausnahme des Falles r = 0. Die Gröfse vJj^-v 
aber enthält wirklich den Factor 1 — a mehrmals, und zwar vermöge der 
Gleicbnng (20.) genau mit — A,-f 1 mal, indem die Obrigen a—1 Factoren ihn 
jeder einmal enthalten und das Product aller f/iAmal. Setzt man nun 

23. ii-f r = (l — aY^^-^'.rp 
und 

24. ti + a^t?= (i~a')q>r, 

so geht die Gleichung (20.) in folgende über: 

25. <P*(pi»(p2 • • . 92-1 = E(a)w^ 

und es müssen nun die Factoren 9, 9)1, fp2^ • • • 9i-m "vr eiche unter sich alle 
relative Primzahlen sind und deren Product gleich einer mit einer Einheit 
multiplicirten Aten Potenz ist, alle einzeln ebenfalls solche mit Einheiten mul* 
tiplicirte Ate Potenzen sein. Demnach kann man setzen: 

<p = e{a)w\ und 9^ =* ^r{o)t^, 
woraus 

26. ii-f r = €(«)(1 — ar^-'+^u^f 
und 

27. ii+a-p » e,(a)(l — a')^* 

ffir alle Werthe r = 1, 2, 3, . . . il — 1 folgt. Die complexen Zahlen Wt nnd t^ 
sind hier ebenfalls nur wirkliche complexe Zahlen, weil die 2ten Potenzen 

18* 
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derselben wirkliche complexe Zahlen sind. Giebt man dem r einen andern 
Werth .9, so erhält man ebenfalls 

28. ii-fa't? = e.{a)(\—a*).tl, 
und wenn man aas diesen drei Gleichungen u nnd v eliminirt, so erhftlt man 

29. e,{a)ti-e.(ix)ti = I^^^^Z^i^-aT-^^'.wl 

Dividirt man durch e^ia) und setzt 

^=^ = .(«) und 

e{a)(a--a*){i^a) _ ^ . 
er(a)(i^a'')(i-a^) — ^^Wi 

WO a(a) und E^^a) ebenfalls nur complexe Einheiten sind, so ergiebt sich 

30. </+€(a)// = E^{a){i^aY'"-'^Kwl 

Ist nun m>>l, seist bekanntlich (1 — a^'"''^^^ ^ 0, mod. it. Ferner, da 
tr und t, wirkliche complexe Zahlen sind, so mOssen die itten Potenzen der- 
selben realen ganzen Zahlen congruent sein fflr den Modul 1, also mufs <i ^ c 
und // ^ k, mod. l, sein. Die Gleichung (30.) giebt daher folgende Congrm^nz : 

C'{-B{a)k ^ 0, mod.it, 

ans welcher folgt, dafs die Einheit 6{a) einer realen ganzen Zahl congruent 
ist, für den Modul it, dafs also £(a) eine Xte Potenz einer andern Einheit 
sein mufs, mithin e{a) = €i{a)K Setzt man nun €i(a)t^ = Vi und statt t^ das 
Zeichen tii, so geht die Gleichung (30.) in folgende Ober: 

31. iij-|-rf = ISi(a)(l — a)<'"-*>^ii;f. 

Diese Gleichung ist aber der Form nach der Gleichung (19.), aus welcher 
sie abgeleitet ist, vollkommen gleich und unterscheidet sich von ihr nur 
dadurch, dafs m um eine Einheit kleiner ist. Wendet man also auf die 
Gleichung (31.) dieselbe Methode an, so erhält man aus ihr wieder eine 
Gleichung von derselben Form, in welcher m um zwei Einheiten kleiner ist, 
als in der Gleichung (19.) u. s. w. Durch Wiederholung dieses Verfahrens 
gelangt man stets zu einer Gleichung von derselben Form wie (19.), in welcher 
m=^i ist: auf diese aber ist sodann die Methode, welche, wie wir oben 
ausdrücklich bemerkt haben, isn >> 1 voraussetzt, nicht weiter anwendbar. Man 
erhftlt also eine Gleichung von der Form 

32. ii^-f r^ = E{a).{i — ay.wK 
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Die Unmöglichkeit dieser Gleichung läfst sich einfach dadurch beweisen, da& 
gezeigt wird: die Form u^'\-v^^ wenn sie Oberhaupt den Factor 1 — a ent- 
hält, mflsse denselben wenigstens il-f Inial enthalten. Um dies su beweisen, 
setze ich ffir u und v wieder wie oben die Formen 

u = a-f-(l_a)»P, V = 6 + (l-a)*0, 

so ergiebt sich wieder 

33. U'\-a^v = a-f Ä — r*(l — a), mod.{i — af. 

Da nun ti^-f ^^ durch 1 — a theilbar ist und deshalb auch wenigstens einer 
der Factoren dieses Ausdrucks, welche alle die Form ti-fa''9 haben, durch 
1 — a theilbar sein mufs, so folgt, dafs a-f 6 durch 1 — a und deshalb auch 
durch k theilbar ist. Die Congruenz (33.) geht demnach, eben so wie oben, in 
folgende aber: 

34. ti-f a^r = r6(l — a), mod.(I — a)^ 
FAr r = ist insbesondere 

35. ti-f D ~ 0, mod.(l — a)^ 
Es sind also alle die Factoren der Form 

u^-\-v^ = (ii + r)(ii-]-ar)(i«-]-a^D) . . . (w-f a^*r) 

durch i — a theilbar; der Factor u-^v aber ist durch (1 — o)^ theilbar. Die 
Anzahl aller in u^-\-v^ enthaltenen Factoren i — a ist demnach mindestens gleich 
iL 4~ 1 ; was zu beweisen war. Die Gleichung (33.), in welcher w nicht durch 
1 — a theilbar ist, enthält also den Widerspruch in sich, dafs die Seite der- 
selben links durch (1 — af'^^ theilbar ist, die rechts aber nicht. Diese Glei- 
chung ist also eine unmögliche, und darum ist auch die Gleichung (19.), aus 
welcher sie abgeleitet wurde, unmöglich: d. h. eine solche, welche durch 
complexe ganze Zahlen auf keine Weise erfüllt werden kann. 

Die Gleichung u^'\-v^'\'W^ = ist also in beiden Fällen unmöglich, 
sowohl wenn keine der complexen Zahlen u, v, w durch i — a theilbar ist, 
als auch wenn eine derselben durch 1 — a theilbar angenommen wird. Der 
Fermatsche Satz ist demnach nicht nur fOr reale ganze Zahlen , sondern sogar 
fOr complexe, aus Xlen Wurzeln der Einheit gebildete ganze Zahlen bewiesen, 
ffir alle diejenigen Potenzen, deren Exponenten X Primzahlen sind und welche 
die Bedingung erffillen, dafs sie in keiner der ersten iCÄ — 3^ 17fritoti/A'schen 
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Zahlen als Factoren des Zahlers vorkommen. Da X=:5^ 7, 11, 13, 17, 19, 
23, 29^ 31, 41, 43 diese Bedingung erfüllen, so ist namentlich für alle diese 
der Fermatsche Satz bewiesen. FOr iL = 37 aber, wird die angegebene 
Bedingung nicht erfOlll: also ist anch der JPVrma/sche Satz fOr 37te Po- 
tenzen nicht bewiesen. Meine gegenwärligen ITenninisse der Theorie der 
complexen Zahlen haben mir auch noch nicht die Mitfei gewährt, fflr 2=^37 
und für die übrigen Primzahlen, welche der angegebenen Bedingung nicht 
genügen, die Nicht-Auflösbarkeit oder Auflösbarkeit der F^rmaifschen (rieichung 
zu ergründen. 

Breslau, den 19ten Juni 1849. 
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9. 

Transfonnation d^ane integrale d^finie. 

(Par Mr. R, Hoppe a Keilhao pr6s Rudolstadt) 



JliD integrant par parties, on troave 

/jp" cos Ar dx = — — jp~ cos {kx -f- |n) -|- ^J^'^"^ cos {hx -f ^n) dx. 

Ell continuant la redoction jasqu'a ce que ia poissance de x disparait de*riii- 
tigrale, on parvienl a Texpression soivanle: 

Jlc-cosAxdx = -S * *^^'j[;t'^^ a?^-*cos (Aar 4-i(/fc + 1 )7i). 

Pour j?==r. le second nombre s'evaDoait, excepte son dernier terme, qui a 
Ia m6ine valeur pour 2? = et poor x^=2nn; donc on a 

Or on sait ipie 

M — 2ÄC0sa?4-a7 = — 2-S'4-cosÄa:. 

En multipliant cette equation par x'^dx, et en iutegrant suivant notre formale, 
on obtient (en designant /(l — 2acosx-f a^) par L): 



/ 



x^coshxdx = —'jS • ^Ü, ' (2wTr-* eos^(k-\-i)n. 



Or on a 



ar"L5j? = 2 ^ 1.2...Ari«i(2nnr-*cosi(Ä-j-l)n-Z jj! 



FP5- — r(*+2).,, 



donc 

80US condhion qoe o^^l. En substituant cette valeor^ et ayant attention que 



^k = ^C»» + l.Vn 



on obtient 



/^'^ 7iM /** P«» »=m-l 
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PosoDS k — 1 aa liea de k, et icrivons cos ^(kn) en forme imaginaire: 
requation deviendra 

Cette somme est ce qoe donne la quantitö 

(i+2^""+(i-Ä)"' 

lorsqu'on la developpe d'apres le binome, en soostrayant les denx termes ex- 
tremes, savoir 

Donc, en la rempla9ant par cette expression, od a 

^ " _(,-a?)-+* _(_«?)'•+*}. 

Seit f{x) ane fonclion developpable suivant la serie de Maclaurin poar 
toate valeur de x. Hulliplions requation par 

posons fiie=0, 1,2, ... oo, et prenons la somme des ^qualions obtenaes: il 
viendra 

r''"f'ix)Ldx = ay"J^{fi2nn-\-ix)-\-fi2nn—ix)-^2f{2mi) 

-A«'*)-A-«^)+2/'(0)}. 

BieD qae la geniralite de cette formule sobil une restriction, qoi 
exclat de son application la plopart des fonctions les plus usitees , eile fonniit 
les moyens de transformer Tintögrale dont il s^agit en beaucoup de cas, on la 
fonction f ne remplit pas la condition, sur laquelle la deduction est fondöe. 11 
soffira d'en donner un exemple. Pour f(x) = er^'' la formule donne Teqna- 
tion snivante: 

U 

MuItipUons - la par sin bc de , et integrons par rapport a c, depois jnsqa*& oo, 
eu ayant egard qne 
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il viendra 

6/ TVT — r = 2a/ — / (e ^'''''' —i)s\nbc{l — coscx) — 

J 6«^a;« J e--aJ ^ ^ c 

Si Ton decompose le facteur 2s\nbc{\ — coscx) dans les parties 2 sin 6c 
— s\n{X'\-b)C'\-s\ti{x — b)c, il y aura^ä evaluer les six integrales saivantes: 

2f"e'^''''s\nbc~ = 2f ^dbf^e"''^''' cos bc de 



ü 



y%-^-sinCa?±6)^ = arctang^, 



2/ smftc — = 71 

u 



/ %m{X'\'b)c— = ^jc, 



^ ^ \^ (.^>b)^ 

oü partout on suppose b^O. Ces valeurs etant substituees, reqaation devient 

/^"^ Ldx a r"^ dx U , b . j:+6 , ^ x^b\ 



' 



e*-Ta 



/ -P- = _i./(l_eiO. 
Poar fi = oo on obtienl Tintögrale connae 

f'w^- f /ci-«0. 

Cet exemple correspond au cas oü f{x) est ::= arctang-?-* D'une maniere 
semblable on pouna transformer les integrales 

Tn:^' J '(*+^)^^^> etc. 
en depla9ant x dans Texposant a l'aide des equations 

Berlin, Fevrier 1845. 



U 
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10. 

De Terreur qui peut se presenter daiLs Faddition 
de fractions decimales retranchees« 

(Par Mr. it. Hoppe k Keilkau pres Rudolstadt.) 



V/omme on sait, on peat diaposer du dernier chiiTre des fractions dö- 
cimales retranchees, de maniere que la quantite negligee ne surpasse pas la 
demi-unite de ce m^me chiffre, ou, ce qui revient an mdme, que la fraction 
puisse devenir autant trop grande que trop petite^ afin que, le calcnl ter- 
mioe, le maximum et la valeur probable de Ferreur resultante soient les 
moindres possibles potir le mdme nombre de chiffres decimaux. A Pordinaire, 
lorsquMl faut avoir attention a cette erreur, il ne s'agit que de calcnler son 
maximum, ce qui en g^neral n'a point de difficulte. Mais il *y a aussi des 
cas, oü il est desirable de pouvoir taxer Perreur probable, nommement 
si Teireur effective peut dtre trouvee apres le calcul^ et que Ton veut 
savoir d'avance, combien de chiffres decimaux il faut emplpyer pour pouvoir 
compter avec apparence sur un r^ultat assez exact. VöUa le cas de la So- 
lution des equations num^riques. C'est la dite erreur, que nous allons deter- 
miner, dans le cas particulier, oü eile resulte de Taddition, en fonction du 
nombre des termes. Sa valeur peut ötre exprimee tres - simplement par une 
integrale definie, dont le developpement en forme finie donnero peut-ötre encore 
plus d'interdt a cette recherche. 

Seit Wn{x) la probabilite d'une erreur = j^, resultante de Taddilion de 
fi fractions decimales retranchees jusqü'a m chiffres, et w^ Perreur probable: 
on aura 

*• ^^ ~ fw.{x)dx ' 

OÜ les limites des integrales sont Celles de Pexislence de w^(jc). Pour les 
determiner, il y a ä remarquer que Perreur x est toujours positive, tout autant 
si le resttltat est trop grand, ou trop petit. Donc la limite inferieure est = 0. 
Si Pon poM 41 =^.10'"^, X ne peut pas dtre >>ii#i. Donc les limites sont 
et na. Seit de plus | =: ±x la quantite dont le rdsuitat est trop graud: 
il suit de la determinatiou du dernier cbiffre, que ir„(^) = fi?„( — ^}, et que 
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la valeur moyenne des errenrs des resultats trop grands est en möme lemps 
Celle de toutes les erreurs. Comme de plus^ u}„{j>)^ quantite iofiniment petite, ne 
peat 6tre representee que par le rapport avec une pareille quantite, nous posons 
u>^(x)=:l. Or pour pouvoir y comparer w^{^x)^ expression d'ane proba- 
bilite soas des supposilions differenles, il faat que ie nombre des cas consi- 
deres^ exprirne par 

seit la mdroe quantite poQr tout n; d'oü il suil que 

wj^x)dx = / Wi{x)dx == / öj? = //. 



Donc reqaalion (1.) devient 

3. M\ r= — / xu>Jx)dx = aj xw„{ax)dx. 

t 

Fassons a la determination de w^ {x). La probabilit^ d\ine erreur ^= rj, 
positive 00 negative, resaltante de Taddition de n — r tennes, est =:w^^r(v)^ 
Celle d'une erreur = g-^rj^ resohante de Taddition des r termes sulvans 
entre eux-seuls, est =ut^(^— i;}; donc la probabilite de la rencontre des 
deux cas est 

Or le'cas de cette rencontre^ fj parcoorant toutes ses valeurs possibles, est 
celui d'une erreur =| dans la somme de tous les n termes. Par cons^ 
quent on a 

Tintegraie etant prise dans aa plus grande etendue. Pour trouver la con- 
stante A^ integrons requation par rapport a | dans toute son Etendue: il 
viendra 

Or on a en vertu de requation (2.) 

—na 

V 

— ra+17 — ra 

19* 



144 W. Hoppe, de la sommaiion des fracüons dSeimales retrancMeM. 

donc 

2fl = 2aA. /tün^r{v)^V = 2aA.2a, 
_ Ji^ 

~ 2a ' 



Posons r-=l, S = x; on aura 

Wr{$ — Ti) = 1 pour — a<ix — ri<ia 

ou pour j? — a<iri<Cx-\-a^ 
u}r(S — r/} = hors de ces limites, ce qui donne 

4. w„{x) = -^y w„^i{r})dri. 



x—a 



Aa moyen de cette formule la quantite w„{x) se redait, par des integra- 
tions faciles ä effectaer, ä Wi{x)^ dont la valeur est connue. Cependant, comme 
ces iDtegrations deviendraient tres-incommodes par la distinetion de beaacoup 
de cas, nous eviterons cet inconvenient en exprimant u^i (17) par nne integrale 
defioie, qai conservera sa forme pour toute valeur de 17. En effet on a 
d'apres le theoreme de Fourier: 

f(ri) = ^y^cos(prid(py^f{&)cos(p&d», 

o 

sous la condition f(t])=zf\ — rf). La fonction Wi(ri\ comme eile remplH cette 
condition, peut dtre substituee a firj)^ ce qui donne 



Wi(ii) = — / cos (pi]9(pj cos (fS^d&y 



O 



parceque Wi{&)=^l pour &<ia, et =0 pour &>a. En effeciuant Pin- 
tegration par rapport a ^9^, on trouve 

^i(v) = — y cos(p7i——^d(p. 

Faisons maintenant dans requation (4.) successivemeut yi = 2, 3, 4, etc. il 
viendra en vertu de la derniere equation: 



' X— a 



"''(^^ = ^/"(^/'''^'^'''^''SWÖ'? = ^i/*(^ycosaryÖv. 
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En ponrsaivant ce proc^dö, on obtient, comme il est facile de voir, 

' 

et en posant pour pIüs de simpUcite — et ax au liea de q> el x: 

5. w„(ax) = — / (^-^-^j cos xq)d(p. 

Gelte valeur etant substituee dans requation (3.)) od obtient TexpressioD sui- 
vante de la qaaatite cherchee: 

6. w„ = —/ ^-i-2^ 5y/ xcosx(pdx 

2a /^/ sin y y ny sin nq> — 1 -{- cos wy ^ 

ou bien, en integrant par parlies: 



2a /'°°/ siny Y ;^ < — coswy 

" ;i*/ V y / y 

2wa /**/jiny Y"* siny — ycosy l~cosny *> 

n %/ \ q> y y y* ^' 

Ajoutant cette valenr ä la premiere expression, n^ultipliee par n, on obtient 
- / I -I \ 2ng /'^/ siny y-* wslnysinny — co8y(l — coswy) ^ 

Ponr transformer enoore cette expression, nons prösenterons encore 
quelques formules, qu'on tire immediatement des propriet^s de la fonction Wn(^) 
mentionnees plus haut En vertu de Tequation (2.) nous avons 

/ "{ax) ÖJ? = 1 ; 



donc en exprimant w„(ax) par sa valeur (5.): 

^ 

c'esl i dire 

o /*V siny V sin wy r> , 

De plus, il nous est connu que Wn{ax) est nul pour tout x^n; donc 

9. / (^^^) cosa?y5y = (^^«). 
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Integrant par parties, on obtient 

J\—^) dBinx<p (depuis y = jnsqo'a r^ = c3o) 

oar ia partie integree s'evanouit ponr les deux limites. On a donc 

OQ it^n; par consequent poar x = n on a en vertu de requation (6.), 
De plas, les equatioiid (7. et 6.) deviennent en vertu de (8.) 

w„ = na -J {-^) —^-Zdfp. 

En diminuant n de 2, on obtient 

u;.., = (ii-2)a--y (-^j 1, i2^)y, 

et puisque 

J — cod(ii — 2)ip = 1 — cosn^) — (cos(n — 2)y — coswy) 

= 1 — cosnr/; — 2sin9sin(n — l)y^ 

oü le dernier terme, ayant ete introduit dans rintegfHiee, donne *ia en vertu 
de requatiou (8.), on a 

12. ir„_, = »«-— / (-r^) ^ö<IP- 

Maintenant si l'on effectue par parlies Tintegration de Texpres^ion (ll.)<> 

toutes les trois parlies, doiit eile cousiste alors, ont des vaieurs connues. En 

effet ii vient 

2 a /**' 

{n'Y\)w„ = H^aA / sin'""*9)C0S9(l — cosn</))5.y>""'' 



_ M»a _ g(«--i)a /"/'s'''yy~' 1— coswy ^ 



#0. Hoppe, de Im sommaiion des fraetione dSdmales retntncMee. 147 

oü Ton peut appliqaer l'eqnation (12.) ä la premiere integrale^ celles (5. et 9.) 
a la seconde, et celle (10.) ä la trobieme, oe qui donne 

(fi-f-l)ir„ = n'fl — (n— l)(itfl — iiy,^)-j-m£^^(0) — iw, 
OQ bien 

13. (n^i)wn — {n — l)w^^2 = naw^{0). 

Ayant ainsi redoit en forme alg^brique les qaantitea w^ a celles w^{x\ 
nons passons a chercher en forme finie Pintegrale qui exprime la derniere 
quantite. En int^grant par parties, on trouve 



— «+1 



=: ^, J (^ — 2ij {ficos^GOsor^; — a^sinysinxy}^^ 

c^est a dire 

2(11 — l)u?„ = (aar) = (n ~ o?) M7„«, («r — n) + (n + a?) tCi («j? -f ö) , 
ou bien, en posant 

/;(*) = (ii-ar)/;_,(x-l) + (n+ar)A.t(a? + l). 
Cette eqaation est statisfaite par la valeur suivaate de ia fonction f: 



RS« 



15. f^{x) = .S(— l)*iij(n~2ife— x)"-V(2* — n + a?), 

oü v^ designe une fonction arbitraire. Car substituant cette valear dans le 
second membre, et posant en m£me temps dans sa derniere partie Ar — 1 au 
lieu de Ap, on a 

(n_x)/;.,(ar-l) + (nf x)/;^,(ar + l) = 
!r(-l)M(n-x)(n-l)i-(n + x}(n~l),.,}(n-2*-x)'-»V'(2A:-n + 

ilsO 

Mainlenanl , paisque 

(n — X) (n — 1\ — (n 4- ar) (» — 1 )i_, 
= (n-2*-x){(n-l),-f-(n-l),_,^-|-2Ä(tt-1)»-(2ii-2Ar)(n--l),_, 
= (n — 2*— x)ni, 
OD voh quo la somnae expriine la valear suppsöe de /„ (x); coratne ceia doit ötre. 
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Posons 11 = 1, pour d^terminer y/, il viendra 

2wi(iax) = /Kar) = if;{x—i) — rp(x^i). 
Le premier membre etant nul pour ar>>l, on a 

par consequent aassi 

xp{X'\'2v) = if.f{x) (a:>>0), 

oü V est UD nombre entier positif queiconque. De möme^ Wi{ax) etant nul 
pour a? < — 1 , on a 

^(07 — 2) = tp(x) et 

jfj{x — 2v) = v^(x) (a:<:0). 
Maintenant si (> est une quantit^ comprise entre et 2, 

2w,(aQ — a) = 2 = yj(Q — 2) — rp{Q). 
Donc, en posant x = Q'\-2iJ'^ oii /i est un nombre entier queiconque, on a 

yj(x) = yj(Q) (a?>0), 
tp{x) = V^(p-2) = V((>)+2 (ar<0). 
Soit d'abord n un nombre pair, on aura 
yj{2k — n-\'X) = tp{Q), 
sous condition 2A? — n-j-j?>>0, ou bien 

k < ^n — fi — ^Q > ^n— .u— 1, 
y;(2k-n-\-x) = V/(e) + 2, 
sous condition 2A? — n-j-a?<CO, ou bien 

A? < in — fi — ^Q <: in — ^. 
Donc en substituant cette valeur dans i^equation (15.), on trouve 

f„{x) = xp(Q)%-iyn,{n-2k-xr-' 

+ 2"*''^""'(— 1 )^nj,{n — 2k — xY"', 

X = 2/t-|-c. 

Quant ä la premiere sommo, il est connu qu^elle est nulle. En posant ^n—fi—1 
au lieu de ^, on obtient 

r„(x) = 2's(-iyn,(n-2k-xr\ 
oü X est compris entre n—2fx — 2 et n — 2fi. Si n est impair, il y a a 
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meUre p-f"^ *^ ''^^ ^® 9i et 4r = ()-f ^i^~f I9 parceqae ^{2k — n'\-x) prend 
rincrement 2 aapres d^une valear de x ehtiere et impaire. ' Enfin on substituera 
\n — iCi — f a fi pour parvenir au mdme resultat. D^apres Tegnation (14.) 
on a maintenant 



*^-(«*) = o:^=i^£^-^ )*«*(» -2*-^)"-* 



n — 2/i— 2 <i X <i n — 2/i^ 

et pnisqae cette expression n^est pas discontinue, lä oü x tombe dans une de 
ses limites (car les termes «arvenants sont d'abord nois), il est permis de poser 

n — 2^ — 2 ^ 07 ^ n—.2fi. 

L'expression de w^t en forme finie, peat' maintenant dtre troov^e de 
plusiears manieres; seit en d6veloppant nne de ces integrales, par lesqnelles 
cette quantite a öle repr^sentee, seit en la ramenant au moyen de Tdquation (3.) 
on de (13.) a Texpression de w^^x). Si Ton sabstitue celle-ci dans l^eqna- 
tion (3.) 9 on obtient 



w. 



'irZ-xy f"^ ö.:|Vl)*«* (« - 2* - X)-. 



Pour rendre independante de x la limite supörienre de la somme> on pent anssi 
ecrire cette equation comme suit: 

oüil y a a faire ^^ = 1 pour fi^k^ et il^ = ponr fi<Ck. Mais comme 
X est ^n — 2fi, A^ est nnl pour ^(n — x)<^k, on bien pour x^n — 2k} 
donc la limite sup^rieure de Tintegrale est = it — 2^. Itfais la limite inferieure 
etant zero, k ne peut pas dtre ^^nj donc ^n sera ia limite superienre de 
la somme; ce qui donne 

Or on a 

par consequent 

/ xdx{n'^2k — xY^ = ^ , /.. » 

CreUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 20 
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Comme cette qaantitö övanonit poAr A; = ^fiy on obtient, la sabstitation faite: 

. '^'> = i.2...(n+l) ^. (-1)*»*(»-2A)-. 

Si n est tres-grand, cette formale qui donne ce qa'on cherche en tres- 
grands nombres qoi se detrnisent jasqu'i un petit r^sida, n'est pas bien propre 
aa calcal approximatif. II y a donc k disirer ane expression approximative 
de la mdme qaantite, qai soit d'aatant plus exacte qae n est plus grand. 

Partons de röqaation (5.)* Elle donne, en posant -^ an lien de (p: 

Or pour n = CO on a 

donc ces quantites diffi^reront tres-peu Tone de Tautre pour de tres- grands it, 

mime lorsque •?- a une valeur sensible, parceque toutes les deux sont alors 

tres-petites oHes-mdmes. En rempla^ant Pune par Tautre, on obtient une 
integrale dont la valeur est connue, savoir 



^« 



^ ""TT 



3x< 



wJax) = i/ — e 
et saivant reqnation (3.) on a: 



La quantitö ^" peut dtre negligee avec d'antant plus de raison , que le reste 
est tres petit lui-mdme. Posons en outre, pour diminuer cette erreur, it-f iV 
au Heu de n: il sera sensiblement 

/20w+2 

Dans la table suivante les valeurs de tcr„ exactes ont ete rapprochees 
avec Celles de cette expression. 
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n 



1 

2 
3 
4 

5 
6 

7 

8 

9 

10 



1 

— U>n 



m 



0,5 

0,66667 

0,8125 

0,93333 

1,04080 

1,13810 

1,22774 

1,31129 

1,38982 

1,46416 



/ 



20«+2 
30» 



0,48314 
0,66756 
0,81107 
0,93276 
1,04031 
1,13774 
1,22746 
1,31106 
1,38960 
1,46400 



Berlin. Fevrier 1845. 
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11. 

Remarques sur les r^ductions de la fonetion Gamma, 
et sur la d^finition de cette fonetion et des facultas 

analytiques par leurs propri^t6s. 

(Par Hr. R. Hoppe i Keilhau fvis Radobtadt) 



Legendre a , dans la partie IV section III de ses exercices de calcul 
integral, indique le proc^dö, pour redaire la fonetion r{x) dans tonte son 
etendue a ses valenrs eomprises dans nn trÖ8->petit inleryalle de x. Mais il y 
emploie de calcnls superflns. Le proc^di peut dtre simplifiö, comme il me 
parait, en deux points. 

En premier lien Legendre se sert de la formnle 

1. r(x)i-(«+l)...r(x+!=:i) = .^::i/'(«r) 

pour n=i2, 3, 5, pour ridnire rintervalle fondamental jnsqu'a Tötendue de \. 
Je ferai voir, quo Ton pent atteindre le mdme but k Taide de deux eqnations 
fort simples en Temployant ponr n = 2. 

En second lien son procedö de ridnire Tintervalle jnsqu*a \- exige nn 
nombre ind^fini de repetitions. Je donnerai nn Systeme de cinq öqnations, 
qni offrent toutes les valenrs de la fonetion, immediatement reduites au mdme 
intervalle. 

Voila les ^uations dont il y anra k faire usage: 

8. i\x)r{i^x) = •^r(2»), 

• 4. . /'(ar)r(i.-f.a?)r(i + ar) =^r(3ar). 

I. 

Posons dans r^qaation (2.) i(l-f ^)f ^^ dans (3.) |ar an Ken de x» 
et Miminons P(_\{i-\-x)'): il viendra 
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Tandis qua x parcoart ses valeors depois ^ jasqu'a }, le second membre ne 
Golitient Bons le signe F qae des qaantitös eomprises entre i^ et ^. Donc, 
cet intervaUe siippoa^ conna, il ne reste A y ridnire qae celai depnls jQS- 
qa^a ^; ce qai se fait par reqaation (3.) eile mdme: 

Gar, pour xKZi^ F(\'\'X) est tonjoiirs conno^ et F(2x) peut ölre pareilie-* 
ment r^duit a F(4x)^ ^(8^)9 otc: qaantites, parmis lesqaell^s il eziste too- 
joars ane, qoi tombe entre F(^) et F(i)i Intervalle fondamental. 

IL 
Posons dans reqaation (5.) ^ — 2x, et dans (3.) f -f ^ ^^ "^^^ ^^ ^> 
et eliminons F(^ -j* ^) ^^ ^(i "f ^) ^^^^ ^^^ ^^^^ eqaations et (4.) : il viendra 

ß Ff^:r^ — 2-+-^3^^/ff r(tr)r(i-x) 

^^~ 8in(i+jr)^sin(i~jr)/i *r(i-x)/1(4— 2x)* 

Maintenant nons aarons le Systeme suivant de cinq Eqaations 9 dont les trois 
premieres «'obtiennent des öqaations (6 , 5 , 3) , en y rempla^ant x respecti- 
vement par ^x, 1 — 2a:, x — 4, tandis qae la qaatrieme r6salte de Tappli- 
cation de reqaation (2.) a la premiere, et qae la cinqaieme est cette ^aation 
eile möme: 

6+2x 



rix) — g ' 8^/fi i\kx)i\\-ix) . ^-^a» 

^A.*) — ,|n(l+x)l«8in(l—x)inr(i—ljr)/T[i— ♦*)**'' 
~~ txnxn r{i—2s) tt^*^tj 

n \ 



U<*<1). 



sinjm F(i — jr) 

Ici toates les qaantitös sons le signe T, excepU le premier membre, sont 
comprises entre et | . 



U serait difficile de tronver, par la mdme voie par laqaelle on chercbe 
les formales de redaction, jasqa^a oü rinterralle fondamental poisse £tre diminne. 
Peut-dtre rargumentation saivante conduirait eile platöt a un rösultaL. Legendre 
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a exprime comme 8uit, le nombre des quantitös parmi les n — 1 qaantitös Fy^ — \ 

//— ), J'^ — ), ... J'( ^*~ J qui doivent 6lre connues, pour en pouvoir lirer 
les yaleiirs des aatres: ce oombre est 

= K»-T)0-f)0-7)--- 

oü a, /i, ;<9 . . . sont les facleurs premiers inegaux de n. On voit par cetle 

expression, quc^ ce nombre, divise par it^ est le plas petit, si n est le prodnit 

de tous les nombres premiers 2.3.5.7 ... ;;• Concevons donc que toates les 

quantites comprises entre el 1 soient des fractions de la forme 

m 



2.3.5.7...^^ 
p itant infiDiment grand: le plus petit Intervalle de r{x)^ a supposer connu, 
sera egal a la limite da ^rodait 

quantit^ qui exprime en möme temps le nombre des nombres premiers a n 
et plus petit qae n. Cependant, en tant que je sache, le probIeme*de trouver 
la limite de ce produit n^a pas encore ete resolu; et mdme il est douteux, si 
eile est nulle, ou non. 

Cette question influe sur la tbeorie des integrales Enläriennes, en tant 
qu'elle demande ä decider, si les ^quations (1. et 2.), avec celle-ci 

7. r(j? + l) = xF(x), 
c*est a dire toates les relations algebriques ensemble, peuvent servir de döfi- 
nition de la fonction; ce qui serait ainsi, si par un ou par pInsiears int«r- 
valles, dont la somme est infiniment petite, on poavait calcnler tont le reste 
des valeurs. 

Supposons en attendant, que la fonction seit complitement d^terminöe 
par ses relations en forme finie, et examinons, quelles d^entre elles suffi- 
raient ä sa definition. En premier lieu, il est aise de voir que requation (1.) 
ne peut y manquer, puisque les deux autres equations (2, et 7.) laissent tont 
a fait indeterminie la fonction dans un Intervalle de ^. Mais requation (1.) 
peut elle-rodme dtre satisfaite par la Substitution de differentes fonctions au 
lieu de r{x): fonctions qu^on peut comprendre sous la forme commune 

.8. *^c^(4sin'ar;i)«r(a?), 
oü b, c eX a sont des quantftös arbitraires, et oü x' designe le plus grand 
nombre entier <C^' Pootr 4=s1, c=l la mdme Substitution satisfait aussi 
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requation (7.), «t pour a = eile remplit r^quation (3.)- Donc chaqoe paire 
d'equations admet la anbstitation de differentes fonctions, et ce ne sont qae les 
trois ^quations ensemble, qni sont exclasivement salisfaites par r(x) lai-möme, 
et peuvent servir de definition. 

Mais Iss ^qaations (2.') et (7.) peovenl aussi ötre remplacees par la de- 
terminalion de deux valeurs particalieres de la fonclion, p. ex. 

9. r{x^)=.yr, 10. r(a?a) = y,. ' 

Donc la subslitotioo de Texpression (8.) ne peut avoir lien qae sous les conditions 

U*-*c*''(48in»ar,Ji)« = 1, 

II s'agfit maintenaDt de chercher des valeurs de Xi et X2 telles, que ces 
equations ne peavent dlre remplies qae pour 6 = 1 , c = 1 , a == 0. Si la 
seconde equation manquait, il n^existerait aacune valeur de Xi de cette sorte; 
car, si ^1 — i^O, la premiere equation serait remplie par un c quelconque, 



en posant a = 0; 6 = <r*^*""*, et, si Xi — ^ = 0, par un b quelconque, en 
posant ^ = 1 , a ==: 0. II fant donc diterminer au moins deux valeurs par- 
ticulieres de la fonetion. 

Si de plus Xi et X2 etaient des fractions, sina?7i serait different de zero; 
donc pour un a quelconque on ponrrait trouver des valeurs de 6 et c qui 
satisfont les deux equations, excepte dans le cas oü les exposans ou de 6 ofi 
de c etaient nuls: cas oü pour une valeur quelconque de ce mime radical, les 
valeurs b ou c=l, a=:0 satisferaient T^quation. Par consiquent jl faut 
que Xi ou X2 seit un . nombre entier. 

Seit donc X2==^fn, x4 sera =111 — 1; a ne pourra dtre que =0. 
En ^liminant 6 et c entre les deux öquations, on obtient 

ou il faut supposer tous les quatre dönominateurs differenis de x^ro. Pour 
faire 6 et c = 1 , il faut et il sufßt de poser 

Cetle condition est toujours remplie l"*. si xi>in — \\ car le premier membre 
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est alors ^1, le second membre ^1, et dans le cas oü tous les deux bont 
= 1) ar^ devient = m; 2^ 8i Xj^ est nn nombre entier; car alors on a 

Considirons encore les cas oä Xi — j^ oa Xi on m — 1 est nol.*^ Si 
ari — ^ = 0, Xi es! =0, requation (11.) devient identique, et il ne reste 
qu'nne öquation döterminante. Si a la fois a*/ = et m — 1=0, les deux 
equations sont remplies par ft = 1 , poar nn c quelconque. Si au contraire 
(»arnii les trois qnantit^s dont il s^a^t^, Xi oa m — 1 est nnl Ini-senK il sait 
* = 1 et ensnite i?=l. 

En rapprochant les resnltats de ces considdrations, on voit qoe les 
equations (1., 9. et 10.), oä X2 designe an nombre entier, peuvent servir de 
döfinition de la fonetion F, si une quelconque des conditions suivantes est 
remplie: 

1^. Que Xi seit un nombre entier; 

2\ Que Xi soit une fraction >a?2 — 1, et en sus >1, si X2= 1; 

3^. Que Xi soit une fraction <; ^2 — 1 9 exceptö les valenrs de la forme 

ju-f i-|~ o. ^ j> i oü fi dösigne un nombre entier quelconque <;^i« 

La dömonstralion de cette remarque a ete fondee sur la supposition, 
que Texpression (8.) est la plus ginörale, qui satisfait Tiqualion (1.); naflis eile 
prouve rigoureusement que les ^ations (1., 9. et 10.) ne peuvent pas servir 
de definition, ä moins que les conditions, que nous venons d'exposer, ne 
soient remplies. 

Nous nous contentons de justifier cette supposition par le succes dans 
un seul cas ; savoir en posant ar^ = 1 , or, = 2 , et de demontrer qu'il est pos- 
sihie de tirer des equations (1., 9. et 10.) toutes les proprietes de la fonetion F. 

Soit donc F(a) une fonetion, continue depuis a = jusqu^A a=:oc. 
et qui satisfait les trois equations 

« 

r(i) = i; r(2) = i. 

Posons a-| — au lieu de a^ et divisons requation resultante par requation 
primitive: il viendra 

r(a+l) ^ r(na+i) * 

F(a) nr(na) 



V 
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Posons ici — ä la place de a. ensuite encore m au lieu de n: en divisant Tune 
par Tautre les deux equatioos aiosi obtenoes, il vieodra 

m \mJ 
Cela donne ponr ci == 1 : 

^5+0 r(2) 



r(i) 






1. 



Comme la fracUoQ — est arbitraire, il soit: 

r(a+l) = al\a). 

Appliquant cette formule aox F dans T^quation (13.) 9 ^^ passant aux 
logarithmes , on obtient 

[tr(a -f 1 -f A) — /(« -f- 1)} = tr{na + 1 ) - /a - na/n-f const. 



Xssn— 1 

Differentiant par rapport ä a, rempla^ant a par — , posant pour plus de simplicite 

dir(a) 



V/(ö) 



da 
et divisant par n, on trouve 

A=:U '» ^^ * »» '^ fc=ü Ö+* ^^ I ^ a 

Or on a ln= JS '-r--; donc, comme — d6truit le premier terme 
de la seconde somme, il vient 

Si Ton pose ^^ = x, — = dx, le premier membre, n croissant 
a Tinfini, devient 

=f'rp{\'\-x)dx^n\2)—U\\) = Q, 



donc on a 
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En int^grant par rapporl ä n et a partir de a = 0^ on tronve 

ir(«+i)=|"j<rf'-+i-i4»j, 

et eil repassant des logarithmes aus nombres: 

"^ ' ^ (a+l)(a-|-2)....(a4-*) ^ -^ 

equation dont Gauss a deduit toutes les proprietes de la fonctii^ F. 

Apres avoir proQve la possibilitö de definir la fonction /' par ses re- 
lations en forme finie, nous allons en faire one application anx facultas analy- 
tiques, dont la theorie, düe a I^editeur de ce Journal, a ete fondee par loi 
sur une d^finition par leurs relations en forme finie, qne nous tranacrivons, 
pour les reduire aus relations de la fonction F. 

Les facultes analytiques ont etö döfinies comme fonctions de trois va- 
riables f(Uy X, y) qui satisfont les trois 6quations 

f{au, ax, y) = ayf(u;x,y) 
f(u, X, 1) = u. 

Les denx premieres de ces ^ations sont remplies en posant 

xr9(|-+v) 
14. f(u, X, y) = -— , 

ou ip designe une fonction arbitraire d^une variable. Cette expression devant 
statisfaire la demiere ^uation, la fonction q) est soumise a la r^lation 

y(j:-]-l) = xg>(x). 

Par cons^ent toutes les fonctions de la forme (14.), oü la fonction 9 jouit 
de la propriöte de la fonction F ezprimee par T^quation C?.)^ sont comprises 
dans la definition des facultas, et jouissent des mdmes proprfgtes, qui ^nivent 
de la dite tbdorie. En particulier on a donc 



15. /(«, X, y) = 



Kt) 



\ 
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Cherehons les relations, quMI faut ajonter a la defiiiition f, pour en 
ezclore toute autre fonction. 

En premier lieu il snit de oos recherches relatives ä la definition de 
Ja fonction F, qn'elle n'est pas possible sans que la fonction 9 a satisfasse 

röqnation (!.)• En faisant croltre u saccessivement de — , et en multipliant 

les valeurs de f correspondantes, on obtient sans difficolte, en vertn de cette 
eqnation : 

Mais comme lea iqoations (1. et 7.) se tronvent Tone et Tantre remplies en posant 
{4sio?xnyr(:p) au lien de r(x)^ il auit qae les eqnations (13. et 16.) le 
sont, si Ton pose 



f(Vf ^f r) 









Donc pour faire que <x seit =0, il faut determiner une valeur de f teile, 
que le radical de la puissance arbitraire soit nul, c'est a dire que — f-y soit 



un nombre eotier, et r- une fraction, qui ne peut ötref que ^, f, |, etc. 
puisque sans cela ^C^j n'est pas ezprimable en forme finie. Posons donc 

17. Aiar,;r.i)== j/^, 

et les eqaations (13, 16 et 17.) poarront servir a la definition de la fonction 
individuelle, qae Teqaation (15.) exprime par les integrales Euleriennes. 
Berlin, 26 Fevrier 1845. 
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12. 

Notice sur un manuscrit Arabe d^un traite d^alg^bre 

par Aboul Fath Omar Ben Ibrahim Alkhayämi, 

eontenant la construction g^ometrique des 

6quations cubiques. 

(Par Mr. F. Woepcke, priv. doc. a l'universite de Bonn.) 



I. 

Lies Oeuvres des illostres mathematiciens , que la Grece a prodnite 
pendant Tespace de six siecles, ont ete presqne continuellement Tobjet de 
travaux savaos. Des le commencement du moyen ftge, jusqu'a nos jours, ellea 
ont ete traduites, commentees, publiees, souvent par des geometres, qui enx- 
mömes avaienl une baute celebrite. II suffira ici de rappeler )es noms de 
A/«wr eddin al TAusi, de Backet de Mezeriac, d'Halley. 

Les däcouvertes imporlantes par lesquelles le genie Arabe pendant nne 
periode d^une semblable duree, a enricbi la mdme science, n^ont pas ete assez 
beureuses pour s'atlirer une pareille attention. On est m£me alle jusqu'a sou- 
tenir^ que les Arabes n'avaient en g^neral rien invente, ou presque rien au 
delÄ de ce qu'ils avaient pulse des auteors Grecs, traduits en Arabe depois le 
temps des khalifes Haroun Alrachid et Almatnoun. Des recherches soigneases 
et etendues meneront probablement ä des resultats fort differens. 

La notice presente reussira peut-dtre ä en founir une preuve, en de- 
monlrant, que les Arabes ont systematfquement developpe un probleme, dont 
cbez les Grecs on ne trouve que des traces eparses, et dont la risolution 
moderne est censee faire grandement bonneur aux genies de Viele et de 
De^cartes. 

J'avais trouve le traite Arabe, dont il s'agit, cite deux fois, comme 
eontenant probablement la resolution des equations cubiques: d^abord par 
Montuclüy ensuite, dans une dissertation de M. Garz, sur les commentateurs Arabes 
d'Euclide, ce qui me fit desirer de pouvoir Texaminer moi-möme. M. Freiiag, 
dont IMUustre direction m'a guide dans Pelnde de la langue Arabe, eui Tih- 
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signe bonte de se faire envoyer en ma faveor de Leyde le volome manoscrit, 
dans leqoel, parmi un grand nombre de memoires, traitant de differeos objets 
mathematiques , se trouve aussi celui ffAlkhajfumt *). 

LMdeotile de ce traite, ainsi que la baute estime dont il jouit cbez les 
Orientanx, sont conslatees par Hädß Khalfa^ qui eo cite le commencement. 
Des raisons qa'il serait trop long de detailler Ici, prouvent qu'il ne fut pas 
ecrit avant le milieu du onzieme siede, ni apres la fin du quatorzieme. Mon- 
lucla cite un astronome Omar Cheyam^ auteur de la nouvelle forme dMnter- 
calation, introduite cbez les Persans en 1079 par Geläl eddin Melir^-Shah; 
je n^ai pu encore verifier sMl y a identite entre cet astronome et Tauteur du 
traite dont il s^agit. 

Je vais maintenant donner un aper^u succinct de ce que ce traite 
contient. 

II. 

L'auteur commence par esquisser en quelques lignes Tbistoire du probleme 
des eqaations cubiques, depuis Arcbimede jusqu'a son propre temps; il y trouve 
occasion de nommer deux celebres geometres Arabes: Älmähämi et Ahou * 
Djafar Älkhäzin dont d^ailleurs la memoire nous a ete conservee par le 
Tarikh al Hocamä cbez Casiri. 

Suit une dedication au grand -juge Abou Tähir, et apres cela Tintro- 
duction proprement dite du traite d'algebre, contenant les definitiöns des notions 
fondamentales de cette science. 

Ces definitiöns sont assez interessantes, parcequ^elles fönt voir combien 
la pbilosopbie dAristote a influe sur la science Arabe; on y reconnalt la 
terminologie du grand Stagirite; il s'y trouve mdme des passages, qui ne 
sont intelligibles qu^ä Taide d'une connaissances exacte de son Systeme. Cette 
erudition metapbysique distingue favorablement notre auteur de Mohammed 
Ben Mousa, qui n^en olTre point de traces. 

Je rernarque qu^en general on doit accorder a Alkhayämt un rang 
sup^rieur a celui de Mohammed Ben Mousa ou de Behä^Eddin, vu que 
les traites de ceux-ci n^ont pour but que Tinstruction des commen9ans, tandis 
que celui d Alkhayämt porte un caractere plus eleve, effleurant seulement les 
questions d'une portee inferieure; appuyant sur les difficultes reelles, citant 

*) Je ne saurais manquer de reconnaitre ici la liberalile bienveillante avec laquelle 
M. M. le bibliothecaire en chef et le conservateur des manuscrits de la biblioth^que de 
Leyde se sont prSt^s ä ce desir. 
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les travaux des savans contemporains , corrigeant parfpis lears erreurs, ne 
donnant jamais des exemples en pnre illnstration des thioremes proposös, i 
moins qu'ils n'aient une certaine celöbritö historique. Ce n^est pas ud des 
livres^ qai reprodoisent ce qn'on sait dans ane science^ mais an de ceux qai 
en recalent les bornes. 

L'introduction de Tanteur estterminie par le tablean snivant des ^qnations, 
dont il va donner la theorie. 

yyEquaüons simples.''^ 
1. a=^Xf 2. a = a?% 3. a = a:^, 4. bx=ix^, 5. bx = x\ 6. cjp^ = x*, 

jyEquations composees.*^ 



7. 


x^j-bx = 


= «, 


13. 


a:^-\-bx = 


= a, 


19. 


x^'\-cx!^-\'hx- 


= Ä, 


8. 


x^-\-a = 


= bx, 


14. 


x^-\-u = 


= bx, 


20. 


ar^-["^^"f^ = 


= bx. 


9. 


bx-\-a = 


= a:\ 


15. 


bx-\-a = 


= x», 


21. 


a^-\'bx -f"^ = 


-cx^, 


10. 


x' -\- cjr = 


= bx, 


16. 


x'-\-cx^ = 


= fl, 


22. 


cx^'\^bx -f Ä = 


= ar». 


11. 


x^-j-bx = 


= CX^f 


17. 


x^-f" " - 


= CZ^f 


23. 


a^-^-caP" = 


=zbx -j; a, 


12. 


cx^'\-bx = 


= x^. 


18. 
25. 


cx''-\- a = 


= cx^ 


24. 
"bx. 


a?'\'bx = 

1 


= cx^'\-a. 



Les equations (4 — 6^ et 10 — 12.) sont ramenees aossi par des procedes 
geometriques a celles qu'on en dedait en les divisant par x on aP. 

On ne tronve pas dans ce Systeme^ complet a cela pres, los ^alions 
snivantes : 

ar + a = 0, ar'4-a = 0, a?*-f *x4-« = 0, a?*-fa = 0,. 
j:^-f*^ + ö = 0, x^-\'Cx^'\'a = 0^ x^'\-cx^'\-bx'\-a^=0^ 
Of b, c elant posiüfs; ces formes impliquent an contresens poar les mathema- 
ticiens Arabes, qui regardent comme impossible la rösolntion d'ane equation, 
des qu'elles n'admet pas des racines positives; anssi cette maniere d'ecrire 
les equations, due au genie d'Harriol, oü la somme de tous les termes, formant 
le preraier membre, est egalee a zero, est^elle essentiellement occidentale 
et moderne. 

La resolution algebrique et geometrique des equations carrees rassemble 
a Celle donnee par Mohammed Ben Mou^a; cependant Alkhayämi deduit sa 
demonstralion geometrique avec beancoup d'elegance des propositions d'Euclide: 
Elementa II, 5, 6, VI, 28, 29, Data 58, 59. Gelte methode a icbappe ä 
Mohammed^ et pourtant celui-ci, vivant a la cour d*Almamoun, devait connaltre 
les Clemens d'Euclide traduils en Arabe dija du temps de Haroun AtracAid 
par Hedjadj Ben Yousouf Ben Matar Alcoupht 
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ni. 

La rösolatiop des equations cnbiqaes, qui se trouve a la suite de celle 
des öquatioQS carrees, et qui occupe la partie principale de ce traite, n'est pas 
ane resolution proprement dite, ä la maniere de celle qui porte le nom de 
Cardan^ mais une construction geometriqne ; anssi Tauteur declare-t-il expres, 
qu'il Ini a ete impossible de les resoudre d'une autre maniere et qu'il abandonne 
aux geometres a veoir, le probleme de leur resolution algebrique. 

Avant de passer ä cette construction geometrique des equations cu- 
biques, nous allons en exposer en peu de mots les principes analytiques, tels 
qu'ild se presentent du point de vue moderne. 

£tant donnees n equations respectivement du degre p, q, r, . . . w, 
renfermant n quantites inconnues, en eliminant entre ces equations n — t in- 
cönnues, on obliendra generalement une equation du degre p.q.r . . .w qui 
ne renfermera qu'une seule inconnue. 

Lorsque le nombre des equations donnees , et des inconnues qu'elles 
renferment, ne monte qu'a deux, leurs degres respectifs itant p et 9, Tequation 
qui rösulte de Tilimination , sera du degre p.q, et aura pour racines les 
valeurs des abscisses des points, oü se renconlrent les deux courbes planes 
represent^es par les equations donnees. 

Les coefficiens de requation produite par Telimination, sont des fonctions 
des coefficiens des equations donnees; on pourra donc se servir des rela- 
tions qui existent entre ces deux systemes de coefficiens, pour determiner les 
coefficiens des n equations, qui renferment les n inconnues, de maniere a pro* 
duire par Telimination une equation proposöe, dont le degre cependant ne doit 
s'^lever au dela du produit p.q.r. . .w. 

Soient donnöes les deux equations du second degre: 

1. «y^-f /3y^H- y^^+ ^y-|- «^-f y =0, 

2. air*+/^iy^+yi^H^i>'+«i^+yi = o, 



et faisons 



«ii = a^ß-aßt n, = ß,y — ßy, 

tm = a^y — ayi il, = ßi€ — ße^ 

IL ^ »ij = a^d — adi n^ = ß^(p — ß<pi 

iWa ä=s a.€ — u$% 

t 
m^ = a^ip — a(pi 



= y,<J— y^j 



Wi == ^i€ — ^«1 



164 fS* Woepche, de la consir. gdom, des cqnaL cubiques, par AlkhatfämL 

C3 = 21112^4 IW3W1 »hi^2 ^) 

IL JC2 = (W4)* + 2r/i2 ^6 — w»3(Wij — v) — Uli («5 + t^i) 

reqaation qu'on oblient en eliminant y entre les equations (1. et 2.)) s^ra la 
suivante 

3. C^x-^+CaOj' + Ciar'-f Cia?4-Co = 0. 
Pour rendre l'eqQation (3.) identique avec nne eqaalion cubique proposee 
x^-\-cx^-\'bX'\'a=^0^ il suffira de determiner les coefficiens des eqnationa 
(1. et 2.) a Taide des relations (I. et IL)) de maniere a faire evanouir C4 et 
a rendre C3, C,, Cx, Co respectivement proportionnels ä 1, c, b, a. 

Les equations (1. et 2.) representent deux sections coniques; on pourra 
donc construire deux sections coniques, dont les points de rencontre ont pow 
abscisses les racines d'une equation cubique proposee; on arrivera encore 
ä ce but, d^obtenir les racines d'une equation cubique proposee par ane con- 
struction geometrique, en laissant carre-carree P^quatlon, qui resulle de Teli- 
mination, mais en determinant les coefficiens de maniere que, divisee par un 
de ses facteurs, eile se Iransforme dans requalion cubique proposee. 

Comme pour cet effet on peut disposer de 12 quantites, afin de donner 
ä 5 fonctions de ces quantites des valeurs determinees , on pourra satisfaire 
en outre a des conditions arbitraires, qui contribüeront ä rendre plus elegante 
la resolution du probleme; on pourra entre autres donner a 7 coefficiens dea 
equations (1. et 2.) les valeurs ou 1 (de maniere cependant a ne pas dimi- 
nuer le degre de ces Equations). 

P'' Exemple. En posant 
a = l, /3 = 0, (y = 0; a, = 0, /?i = l, yi = 0, d, = 0, 
on obtient 

tiii = — 1, f/i4=— £1, 1115= —^i; ni = y, H2 = £, fh = (p; 
le reste des quanliles (I.) s*evanouissent; et par suite 

C4 = y, Cj = €, C2 = b]-\'(p^ Ci = 2€iyi, Co = (pl. 
Ceux des coefficiens qui restaient d'abord indetermines, prennent donc les va- 

leurs saivantes: y=C^^ € = ^3, ^^ = + ^^^ , 9 = ^2 — 4;[f-i yi = ±]^C'ü. 

En mdme tenips C\ = i, C3 = c-f j?, C2 = ä4-c|, Ci==a-[-*|, Q = aS 
sont les coefficiens de Tequation carre-carree, qui, divisee par le facteur or-f f 
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devient identiqne aveo requation cubique proposee; S etant une quantite arbi- 
traire, nous eo disposerons a donner une forme plus elegante aux expressions 

que nous venons d^obtenir, ce qui se fait en posant 1=:= — ; nous aurons 
Cj=:'j"{^c, C2 = 6-f--y, Ci = 2a, Cü = y, d'oüron tirey=l, f=y-f-c, 

2'^^ Exemple. Posons 

/9 = 0, (J = 0, y = 0, «1 = 0, /?i = 0, «1 = 0, 9)1 = 0, 
il vient 

Jii2 = — «yi, «13 = — ac^i, v= — ydi, Wi=:^i€; 
les autres qnantites (I.) s'evanouissent ; donc 

C, = aYi, C?3 = 0, C2 = ay(JJ, Ci = a«(J?, ^„ = 0. 
Des relations C3 = et C(j = il suit, qu'en divisant par x Täquation pro- 
duite par relimination, on obtient une equation cubique, dont le second terme 
s'est evanoui; la combinaison choisie dans cet exemple sera donc propre a 
produire une equation proposee de la forme or^ -f-^&a^ -{- n = 0. Posons pour 

cet effet 6 = -^, a = — ^; on peut disposer de 5 quantites pour en de- 

terminer deux autres, ce qui permet de donner a trois des premieres des. 

valeurs arbitraires ; posons donc «=:!, y=i^ yi«=l, il vient (Ji = ± ^b, 
a 

d"^ Exemple. Posons 

a = 0, y = 0, <J = 0, 6 = 0, /?i = 0, y. = 0, (Ji = 0, 
on aura 

»Wi = ai/9, fii5 = ai9, »2=— /9€|, n^=,—ß(p^; 
les autres quantites (I.) s'evanouissent ; par suite on a 

C4 = 0, C3 = ai/3'£„ C^^a.ß'ipt, Ci = 0, C« = ajyl 
De ce que C4 = , on voit qu'on arrive directement a une equation cubique, 
dont, parceque Ci = 0, le troisieme terme s'evanonit; la combinaison adoptee 
ici produira donc une equation de la forme x^-{'Cx^'\'a = 0^ des qu'qi^ aura 

fait c = -^ , a = -^^ . Comme dans Texemple pröcident, on pourra determiner 

arbitrairement trois de ces quantites; faisons ai^sl, /9 = 1, €i^=r/i^ il vient 

JSof-a. La plus simple valeur a donner a «i, anrait et4 evidemmentl ; mais sans 
doute on s'est aper^u d^ja que les combinaisons que je viens de proposer, 

CreUe'8 Jonrnal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 22 
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ne sont pas choisies aa hasard, mais qu^elles ont un certain rapport 
a la methode * dont se aert Tauteur Arabe; c^est aassi la raison pourqvQi 
fi est laisse indetermine ioi. Od sait d'ailleurs qa'il est regarde comme 
une faule, de construire une ^qaalion cubique par rintersectioQ de deax 
sectioDS coniqaes; cette construction pouvant s^opirer plus slmplement. 

IV. 

Je ne crois pouvoir mieux caracteriscr a present la m^lhode d^Atkhaydmi 
qu^en tradnisant d'abord sa resolütion dHine des equations dont il s^occupe, 
ponr exposer ensuite les Iraits genöraux de ses conslroctions ; j^accompagneräi 
cette traduction d^un commentaire *) ; reodant par les notations modernes le 
procedd du geometre Arabe. (PL II.) 

^La cinquieme espece des Equations cubiques a trois (ermes est la 
suivante: an cube et un nombre sont egaux a des carres. Faisons la ligne 
AC egale au nombre des carres, et formons un cube egal au nombre dotin^, 
et dont le cöte seit H; la ligne H doit necessairement dtre, ou ägale a It 
ligne ACf ou plus grande que AC^ ou plus petite que AC. Lorsque les deux 
lignes sont egales, la resolütion est impossible, parceque le cöle du cube cherche 



*) No. 17. .r'-f tt = ^*2*' ... a^ c, x d^signent des quantites positives. 

AC^c, W^a.H^AC. 

I. Wä AC . , . jc^ II; 1. x = H . . . AC.x*=W ou cx*=s:aj donc cjr*<a-f •***> 

2. x<H ... JC.jr*<fl* ou cx*<aß donc cs^<ia-{-x\ 
3; x>H . .. x*>AC*x* ou x*>cx*j donc j;*-j- a>ca^-*. 

II. H>AC.,. impossible par les m^mes raisons. 

IIL H<AC, BC^H ...BC%AB ou Va%\c. 

(Observons encore en passant que dans le roanuscrit Arabe les fignres, contrairement ä 
leur distination ordinaire, ne semblent £tre ajoutees au texte, que pour en embrouiller 
encore le sens, obscurci par de nombreuses fautes de copie.) 

BCDE... carre = A* = Mi; DR, DT... hypcrbole öquilat^re, dont CA, CE les 
asymptotes; AT, AL, AK... parabole, dont BC le parametre* (Pour les propriet^ 
des sections coniques employ^es dans ses demonstrations, Alkhayämi a renvoye prea- 
lablement aux deux premiers livres des sections coniques d^ApoUonins.) 

1) BC^Ali .. . BD^=AB.BC, donc D un point qui satisfait i l'equation de la 
parabole; l'autre point dont parle I'auteur, aura pour abscisse (i compler de C) 
j: = le{l-j-/5} et pour ordonnie ^ = {/5 — l}ic. 

2) BC>AB . * . ßD*> AB.BC, d'oA il suit en effet que la parabole passe en de^a 

s 
du point D. L'auteur dit encore que lorsque Vfi>\^f «t; doit itre compris entre 

3 

c et ya; de T^quation propoa^e jr'-f a«rx' il suit imm^diatement cx*>x* ou 

s 
x<.c; il reste donc ä prouver que x>fa. Obaervons d'abord qu'il ne pourra 
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doit ndcessairement £tre, ön ige] a H, ou plus grand que H, ou plus pelit 
quÄ H. LorsquMl est egnl a H, son carre, multiplie par AC, sera egal au cube 
defl; doBc le nömbre sera £gal an nombre des carres, sans qa'on ait besoin 
d*y ajooter encore le cube. Xorsque le cdt§ cherche est plus petit que ff» son 
earre, multiplie par^C» sera plus petit que le nombre dono6: donc le nombre 
donne de carres sera deja plus petit que le nombre donne, sans ajouter 
encore quelque chose ä ce dernier. Lorsque le cöte est plus grand que H, 
son eobe sera plus grand que son cafrö, multiplie par AC, sans qu^on äjoute 
an premier le nombre donnä/' 

„Ensuite lorsque H est plus grand que ACf Pimpossibilite aura lieu 
dans les trois cas, ä plus forte raison ; il faut donc que H seit plus petit que 
AC; si noU) la resolution est impossible/' 

„Or retranchons de AC la ligne BCf egale a H; la ligne AC sera, 
ou egale a AB, ou plus grande, ou plus pelite. Qu'elle soit dans la premiere 
figure egale, ^ dans la seconde plus grande et dans la troisieme plus petile; 
fermons daus les trois figures le carre DC, et faisons passer par le point D 
une hyperbole, dont CA, CE seien t les asymptotes; ce sera dans la prämiere 
figure la courbe DR et dans les deux autres DT. Ddcrivons en outre une 



^Ire queslion d'une rencontre des deux sections coniques, que tant que vif<tc^ 

s 

parc^que de y^^ic il suit 27a^8c'>4e', ce qui rendrait Tintersection ima- 

« df(x) 

gtaaire. Ensuite, d^ignani cjr*-r-jt'* par /(x), on aura ' = 3j:{le — x}, d'oü 

il suit quo pour toutes l^.valeurs de x, comprises entre et }Cj f(x) döcroitra 

avec JT. Poor s^ya, puisque en möme temps c<i2ya, on trouve ex* — x^<a; 

donc pour toutes les valeurs de x plus petit^s que -^a, ex* — x*<a, ce qu'il s'agissait 
de prouver. Le cas du coiitact donfie deux raoines Egales et positives jr = }c. 

3) BC<:AB; BD*<:AB.Bf] . . . La parabole passe an delä du point D et doit 
nöcessairement rencontrer Thyperbole en. deux points, ce qu'on trouve aussi en 

deduisant de y^a<ic .«. 4cV> 32 a > 27a: • r' 

TilJ.J(7, TÄXEC^ rhyperbole fail IIC:Ä(;=Ä(;:TÄ 

la parabole BCiTR^TR.RA, 
d'oü suit" 

R(?iBC*=^BC:RA... B(?^RC*.RA oü a^R<?,RA^ 

a^R(?=^RC*.RA+RC*:=:RC*.AC, 

donc a-^-RC^RC^.e . . • x^RC. 

Qüaitt aux cas particuliers et aux problömes impossibles, dont parle l'auteur, en voici la 
discussion moderne: reqnation x^ — ex*'\-a=iO admet toujours une racine negative (de 
laqnelle le mathömaticien Arabe ne s'occupe point), et ses deux autres racines sont po- 
sitives ou imaginaires seien que 27a ^ 4 c'. 

22* 
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parabole dont le sommet soit A, Taxe AC et le parametre BC; ce sera dans 
la premiere figure AT, dans la seconde AL, daps la troisieme AK. Las 
denx sections coniqoes seront connnes de position. Dans la premiere figare 
la parabole passera par le point D, parceqne le carre de BD est 6ge\ an pro- 
duit de AB par BCf donc le point D sera situi snr la pdripherie de la pa- 
rabole; cette derniere rencontrera Thyperbole encore dans un autre point; ce 
que la moindre reflexion vous fera reeonnaltre. Dans la seconde figure le 
point D sera sitae en dehors de la peripherie de la parabole, parceque le 
carr^ de BD sera plus grand que le produit de AB par BCf alors, si les 
deux sections coniques se renconlrent dans un autre point pour se toucher 
ou s'entrecouper (ce qui fait que la perpendiculaire menee de ce point ren- 
contre necessairement la ligne AC entre les points JL et A), la resoluHon 
sera possible ; si non, eile sera impossible. Ce contact, ou cette intersection, ont 
ecbappe ä Texcellent geometre Aboul Djoud; il dedara donc la rösolution impos- 
sible, des que BC est plus grand que AB; en quoi il s'est trompi. Cette espece 
d'equation est aussi celle parmi les six especes, dont avait besoln AUchagfämiL 
Ainsi remarquez-la. Dans la troisieme figure le point D est situe dans Tintö* 
rieur de la parabole, et les deux sections coniques se rencontrent en deux points/' 

„Dans tous les cas, menons du point de rencontre une perpendiculaire 
a la ^gne AB; dans la seconde figure ce sera TR; puis une seconde perpen- 
diculaire du möme point a la ligne CEf ce sera TK; les aires TC et DC 
sont egales, donc RC ä BC comme BC a TR; en möme temps, parceqne 
TR est ordonnee de la section conique ATL, son carre sera egal an pro- 
duit JH. ßC, d'oü Ton tire: BC a TR comme TR iRA; donc on a quatre 
lignes en proportion continue: RC ä CB comme BC a TR, et comme TR 
ä RA; et parsutte le carre de RC au carrö de la seconde BC, comme la 
seconde BC a la quatrieme RA. II suit de cela que le cube de BC, qui est 
^1 au nombre donne, doit dtre 6gal au solide dont la base est le carrö de 
RC, et la bauteur RA; ajoutons a tous les deux le cube de RC, il suit qua 
le cube de RC, ensemble avec le nombre donne, est 6gal au solide dont la 
base est le earre de RC, et la bauteur AC, qui etait egale au nombre donne 
des carris; c'ast la ce quil 9'agissait de trouver/* 

„Or nons venons de demontrer, que cette espece d*6quations cn- 
biques comprend diff^rens cas particpUers et qu^elle renferme des problemes 
impossibles; la resolution a 6ti effectuee par la combinaison des propri^t^ 
de deux sections coniques, d*une parabole et d*une hyperbole/* 
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V. 

D^iine maniere analogue a celle-ci, Alkhoyämt constrait, one ä une, 
tontes ses öqaaUons cubiqoea; ce sont les suivantes 

3. x^ — a =0 19. ar^ + car^-f Äjr — fl = 

18. a?*-j-Äa? — « = 20. x^ + ua?' — *j? + ii = 

14. X*— *j?+« = 21. x' — cx'^bx\'a=^0 

15. a? — bx—a — a 22. a?—cx'—hx — a=0 

16. ar' + ui?^— a = 23. x'-^^cx' — hx — a^Q 

17. a?* — ca:^ + ii = 24. x' — cx'^hx — a^O 

18. x' — ex' — a = (i 25. a?" — ux^ — *a?4- ii = 0. 

En deduisant les iqoations analytiqaes des seclions coniques^ dont il se sert 
dans ces constrnctions, e) en comparant ensuite entre elles ces dquatioos, on 
arrive ä an resultat asses intöressant, dont voici Texposi. 

Dteignons par Pf ^, r, s, t des qnanlites qui ne peuvent prendre que 

les valenrs -fl ou — 1, ce qui permetlra de poser py = -^, p^ = l, etc. la 

möthode da göometre Arabe se redoit aax trois systemes suivants: 

ip = ... parabole 
p = -f 1 • • • cercle 
p = — 1 . . . hyperbole 
x^—yb.y=0 ... parabole 

x^'\'pbx^-\-qax = on or^-f /?Äx-}-ya = 0; 

IL yx—jfa.m = • . . hyperbole 

y^'\'pmX'\-q9t^ = . .. parabole 



lU. 



px^ -{- qex^ -{- a == • . . oa a^'\'p(fcx^-\'pa = 0\ 

jt \ ^1 <« . ) I ae ^ ll^ = + l ...cercle 

yX'\-8^b.X'{'t;p^=^0 ... hyperbole 



00 x^'\'pq^j'±€^a^'{'p\b-{'r^^x!^'\'2pstaX'^ 

A Taide da Systeme I. peavent 6tre constrnites les dqaations (3, 13. 14, 15) 
lorsqo^on pose 



JfMMfla 



3. 


/» = 


= 


« = -1 


13. 


/* = 


= + 1 


^ 1 


14. 


/» = 


- — 1 


f^ + 1 


15. 


/' = 


= — 1 


y=-l; 



* = 1 



ä I'aide da Systeme II. les eqaations ri6 — 18) lorsqa'on feit 

16. tn = ya p = — 1 <jrs= — 1 

17. tn = ya /»s=-fl qs= — i 

18. m=tc ;r = — 1 ye=-|-l; 

enfin le Systeme III. rdpond aax öqaalions (19 — 25) loraqo*aox qaantitis 
r, s, l on doone les valears saivantes: 

19. 20. 21. 22. 23. 
+ 1 ^1 +1 - 
-1-1 -f-1 - 



P> 1 



P 
r 

t 



— 1 

— 1 

— 1 



+ 1 
— 1 

+ 1 



— 1 
-1 

— 1 



+ 



24. 


25. 


+ 1 


— 1 


-1 


+ 1 


+ 1 


— 1 


— 1 


— 1 


+ * 


+ 1 



On ramene T^qtiation carre - carr^e qui rösalte dn Systeme III , a requatioii 
cabiqoe proposee üc^ -]- ucx^ '\' v6x -^^ wa = en la divisant par (a?±-?-), 
ce qui peut 6lre demontrö aisement comme soit: 

{x^ -{- ucx^ -{■ vbx -f wx] • l^-j- — •-T-j 
= :r'+(«c+f f|^+JH>+!2e.^^+2«,«x+!^.-J.' 

oü les valeurs a donner aox quantite^ u, v, w sont les saivantes: 



u 

V 

w 



19. 20. 21. 22. 

+ 1 4-1—1 -1 

+ 1 -1 +1 -1 

_i 4-1 4-1 _i 



23. 


24. 


25. 


+ 1 


—1 


— 1 


— 1 


-fl 


— 1 


— 1 


-1 


+ 1- 



On voit mainteoant que o^est exactement la methode qai, dans les trois 
ezemples proposes ci-dessus, a ete deduite des principes analytiqnes de la 
constrnction g^ometrique des öquations algebriqnes. 

Je remarqae encore api^Älkhayämi semble avoir ignore, que dans 
rdqoation generale du troisieme degre on pent toujours feire disparattre le 
second lerme, ce qui rend superflus les systömes II et III. 



\ 



£8, Woepcke, de la consir. g^om» äe$ Sguai. cubiquea, pm^ Alkhayäwä. 171 

VI. 

II me reste a parier du nombre de^ racines qoe Tauleur trouve pour 
chacune de ces eqaations. 

Observons en premier lieu que les racines negatives ou imaginaires 
D^ont pas d'existence pour Talg^brisle Arabe; il ne s'occupe donc que des 
racines positives^ et des qu^un probleme n^en admet pas, il en regarde la 
resoiution comme ioipossible. 

Donc Celle des trois racines de requation cubique, qui est toujours 
reelle et dont le signe est oppose ä celui du terme consiai>t de T^quation, 
n'esl remarquee petr AtkAaydini, que lorsqu^elle est positive; c'est a dire dans 
les equations (3, 13, 15, 16, 18, 19, 22, 23, 24). 

Relativement aux deux autres racines qui sont reelles ou imaginaires 
Selon la nature des coefficiens de requation , Alkhatfämi decouvre le veritable 
criterium gSometrique de leur realite: la rencontre en deux points, ou le con- 
tact des deux sections coniques, dont la combinaison represente requation 
proposee. 

Dans un proc^de purement geomStrique, on ne doit pas s^attendre a 
trouver Stabile aussi la relation algebrique enlre les coefficiens, qui rSpond 
au criterium enoncS; cependant on vient d'observer dans Texemple traduit^ 
ipi^Aboul Djoud avait essayS de la trouver; malheureusement il etait tombe 
dans des erreurs, que le genie penetrant i^AlkAayäwt ne manque pas de 
relever. 

Je remarque en passant, que les deux racines dont il s^agit, sont tou- 
jours imaginaires dans les cas (3, 13, 18.)- EHes sont po^sitives ou imaginaires 
dans les cas (14, 17, 20, 21, 24, 25). Dans tous les autres cas elles sont 
negatives ou imaginaires. 

Au cas du contact des deux sections coniques, Alkhoyämi ne reconnait 
pas encore dans la valeur obtenue deux racines, egales seulement en quantite, 
mais essentiellement differentes. 

Quant aux racines positives, Atkhaydmi discnte soigneusement, et a 
deux erreurs pres, avec une justesse parfaite le nombre des points de ren- 
contre des deux sections coniques (du cöt6 des coordonnees positives); ce 
qui revient ä une dStermination du nombre des racines positives. Voici ces 
deux erreurs. En disculant requation x^ — cx^'\'bx — a = 0, il ne remarque 
pas, qu'elle peut avoir trois racines positives et n'a egard qu'ä celle des trois 
racines, qui est toujours positive; puls dans Tequation jc^ — cx'^ — bx'\-a = 0^ 
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en discutant separement le cas -r^^f pendaDt qae -r-^c^ il ne parle que 

d'une seule des racines positives , tandis qu'il y en a denx. 

Malg^e le genie extraordinaire qu^on ne saurait lui disputer, Älhhajfämt 
n'a donc point reconnu cette verite fondamentale, que toute equation cubiqae 
a essentiellement trois racines. 

VII. 

A la constroction des equations cvbiques se trouve jointe, en guise de 
coroUaire, la partie de ce traite la plos imporlante ponr la connaissance da point 
de vne, oa se place ranteor vis-a-vis des equations alg^briques en general. 

Alkhajfämi y discute les equations aux puissances negatives de Tinconnue^ 
ou renfermant en m6me temps des puissances negatives et positives de Tinconna^, 
dont la resolution peut dtre ramenee a celle des equations carrees et cubiques. 

Alkhayämt y comprend les equations binomes du quatrieme et da 
sixieme degre. Relativement ä celle du cinquieme degre, il observe que sa 
resolution ne peut dtre reduite aux methodes exposees dans ce traite (ce qni 
en effet ne peut se faire), mais il renvoie pour ce probleme a la Solution 
(geometrique) qu'il dit en avoir ete donnee par Abou AK Ibn AhaUamf 
celebre geometre Arabe, sur la vie et les ecrits duquel on trouve des details 
interessants dans*le Tarikh al Hocamä cbez Casiri. 

Aux 25 equations, dont la discussion occupe la partie principale de ce 
traite, Alkhaydmi, de cette maniere, en ajoute 61 autres. Apres en avoir fini 
la discussion, Tauteur se resunie en ces termes: 

^La totalite des equations ayant lieu entre ces sept degres *), et reso-^ 
lubles par les metbodes que nons venons d'exposer, monte donc a quatre^ 
vinffl-six especes, dont les traitSs de mes predecesseurs ne contiennent que sixJ*^ 

Les six especes dont veut parier Tauteur sont evidemuient les suivantes : 
i. a = bx, 2. ax = bx^, 3. a = bx^, 4. « = bX'\-cx^, 

b. ax = b'\-cx^, 6. ax^ = b-^-cx, 
dont la resolution embrasse toute Talgebre, egalement de Mohammed Bern 
Mousa et de Behä-Eddin. II parait donc, qu^au temps du second on avait 
oublie deja une partie de ce qu^au temps du premier on ne savait pas encore. 

*) Savoir les equations renfermant les sept puissances suivantes de Tinconnue: 

Jt Ju •»• 

Bonn, au mois de Mars 1850. 
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13. 

8ur la throne des formes qnadratiqnes temaires. 

(Par H. Hermiie i Paris.) 



U n des priDcipaox caracteres des formes ternaires röduites, lorsqu^elles 
so&l defiDieS) consiste en ce qae le prodnit des coefficients des trois carr^s 
dea variables ) est toujours inferieur au double du determinant. C'est la comme 
00 sait, une limite precise, decouverte d'abord par inductioD, puis demontree 
par Hr. Gauss dans Tecrit si remarquable sur Touvrage de Mr. Seeber. Jtfais 
les transformations analytiqaes de Texpression: 

D = Hfl V + 2Wb''- aV - €iV^ - «"*"^ 

donnees par rillustre geometre, et desquelles r^sulte avec tant d'ölögance la 
limite iDdiquee, me semblent tenir a des principes singulierement cacb^s, et 
qu^il m*a ete impossible de retrouver malgrö tools mes efforts. Apres de 
longaes recherches, j'ai decouvert enfin nne metbode nouvelle pour obtenir la 
limite de Mr. Gauss ^ et je vais la developper dans cette note, apres avoir 
d^abord donne une demonstration simple, de Texistence des caracteres attribues 
par Mr. Seeber aux formes r^duites. 

Seit en suivant la Dotation des Disqnisitiones aritbmeticae, 

f = ax^ + fly-f o'V-f 2byz'\'2b'xz'{-2b''xy 

une forme definie positive a coefficients quelconques, car il n*y a aucnnement 
liea de les supposer entiers, dans la tbeorie de la redaction. Considörons la 
särie entiere des transform^es distinctes equivalentes a f, et formons nn gronpe 
particulier de celles oä le coefficient de Tan des carr^s a la plus petite valeur 
possible. Reunissons ensnile dans un second groupe, tontes les formes da 
premier, ou un autre coefficient des carres est encore le plus petit pos* 
flible. Enfin, formons un dernier groupe des formes pröcedentes, oü le troi- 
sieme coefficient des carres est an minimum: je dis que les formes, ou la 
forme unique obtenue ainsi, offriront touts les caracteres des reduites de 
Mr. Seeber. 

Qu^on les represente en effet par: 

Creil«*! Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 2. 23 
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les diverses formes biDaires: 

iA,B'\A') ^A,B;A^) {ä\B,A') 

seront necessairement r^doites. Si p. ex. {A\ B, A") ne Fetait pas, en effectnant 
dans F, la Substitution propre a la reduire, on arriverait a une transformee 
equivalente, ou Tun au moins des coefficieuts de y^ et z\ serait diminue, Af 
restant le möme; c'est donc ä cette transformee que la methode employöe 
aurait conduit, et non a la propos^e. Dans le cas ou By B\ B", aont negatifs^ 
il faut encore arriver ä la condition: 

A + A > 2(Ä+Ä' + Ä"), 
ou bien: 

A^A^A'-2B-2B'-W > A\ 

A^ . designant le plus grand des coefficients des carr^s. Pour cela considerons 
^a transformee equivalente a la proposee, obtenue par la Substitution: 

y = YJ^Z 
z = Z, 

les coefficients de X% F^ Z^, seront respectivement, A^ A\ et A'\'A'\-A' 
— 2B — 2B' — 2B''; cette derniere qoantite ne peut donc dtre inferieure äA\ 
car c'est encore a cette transformee et non a la proposee que la metbode 
eat conduit. 

J'omettrai pour abreger Talgorithme de r^daction auquel les ca^acteres 
des fernes reduites conduisent tout naturellement, car il ne me semble pas 
tres important au point de vue de la tbeorie, et jVrive a mon principal objet, 
a la condition: 

AAA' < 2D. 

Tout repose sur la question suivante: fiXyYfZ) etant ane forme döfinie 
quelconque: determiner la limite precise du minimum de f{x^ y» 1)^ pour des 
valeurs entieres de x et y. 

Redulsons la forme binaire qui r^sulte des termes du SMond degr^ de 

/(or, y, 1), par une Substitution propre ou impropre: 

X = iwX-f nF 
y = fjLX-\'vY, 

de maniere que le coefficient moyen de la transformee soit positif, (c^est \k 
une condition essentielle, pour les considerations geometriques que nous anrons 
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a developper tout-a-l*beure) et posons 

En designant par a eiß, deux constantes convenablement choisis, on poarra faire: 

D etant le deterininant de f^^x^ y, z) et J celui de ia forme binaire {A^B", A) 
qui est reduite et oü B^' est positif. Soient enfin , ^ e\ t] deux nombres entiers 
tels que ^-{-a et ^-f/^ soient positifs et moindres que Tunite, je dis que le 
minimum de Ff correspondra a Tun des quatre systemes de valeurs: 

X=§ Y=r] 

x=s-i r = ri 

X=s Y=Ti-i 

X=§-i F=i7-1. 

On sait en effet, qu'nne propriete essentielle des formes binaires reduites (p{x,y\ 
consiste dans la relation: 

9)(x— l,y) < (pix^y); 

si Ton a a la fois: 



^ > y et j? > 1 , 



ou bien encore: 



avec les condilions: 



(fiXyy — i) < 9(0?, y), 



y>x et y > 1- 

Les qoatre systemes de valeurs considerees, sont d'ailleurs evidemment les 
seuls, pour lesquels les valeurs absolues deX-^a et Y'\-ß soient inferienres 
ä Tunite, et it nous reste a determiner auquel de ces systemes correspond 
le minimum absolu de F, ainsi qu^a irouver une limite pr^cise de ce minimnm. 

Pour cela j^aurai recours aux considerations geometriques suivantes. 
Seit OAB (PI. II. fig. 4.) un triangle tel qu'on ait: 

0A'=A, UEt = A\ O A.OB, cos AOB^B'\ 

le carre de la distance ä Torigine 0, d'un point M dont les coordonnees 
obliques paralelles a OA et OB aont OA.t et OB.Uy sera precisement la 
valeur de la forme binaire At'^'\'2B"tu-\'A'u^; et si on la designe un instant 

23» 



V. 
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pour abreger, par (p{tfU)^ on voit facilement qa'on aura les relations: 



MO =^(p{t,u)^ BfA =(p{t—i,u)j MB =(p(t,u—i). 



MO =y(/— l,ti— 1), 

ea achevant le parall^Iogramme OABO\ Cela pos^, il est maintenant facile 
de reconnaitre qo^elle est la plus petite de ces quatre distances. Soient C et C, 
les centres des cercles circonscrits aux deux triangles OAB, &AB; menons 
d'une part les perpendiculaires CP, CQ, sor les milieux de OA et OB, de 
TiBiQtre les perpendiculaires CQ\ C^P', sur les milieux de O^A, O^B, et 
joignons CC'f seien que le point M, tombera dans Pint^rieur des figures 

OPCQ, PAffCV, C&aP', P'BQCC\ 

le sommet le plus voisin, sera: 

O, A, 0', B. 

Hais dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet correspon- 
dant, ne surpassera jamais CO = CA = AC = CO', etc. , c. i. d. le rayon 
du cercle drconscrit au triangle OAB. Or un calcul bien simple donne 

rn — A.Jf(A+A'--2B») 
^^ ~ 4(AJf—B^*) 

Nous yoi9i donc conduits ä cette limite pr^cise du minimum de F ou de Tex- 
pression proposee /"(ar^y^ 1), savoir: 

Ax.r>i)< -^'-tf-"'"' +#- 



4J > J 

De la, comme on va voir, se deduit immödiatement la proposition que 

/«, a' a"\ 
nous avions en vue. Dösignons par f(x,y,z) = l. ., .,, j une forme definie 

reduite, oü les coefficients a, a', ä\ sont ranges par ordre croissant de gran- 
deur, {a, V\ c!) sera, comme on Ta vu, une forme binaire röduite, et nous 
pourrons toujours y supposer V' positif. J'ajoute que cf' est le minimum de 
fi^ßY^i) pour des valeurs entieres de x et y, savoir pour x=:Oj y = 0; 
s*il existait en effet deux entiers, m et n, pour lesquels on eut: 

la Substitution: 

^ =s X mZ 
y = T-f nZ 
z = Z 
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donnerait ane transformee equivalente , oix a el a! seraient conserves, taDdis 
quo a" serait remplacö par la valeur moindre, f^m, n,i)i c^est doDC cette trans- 
formee qai serait la redoite et non la proposee. Nous pouvöns ainsi entre 
les coefficients de f, etablir la relation obtenue plus haut, savoir: 

On eo deduit: 
d*ou : 

Or le second membre de cette inegalite est essentiellement positif; en effet, 
pour la plus pelite et la plus grande valeu de V^ savpir: 6^' = et V^ ^==^\a^ 
il se redult &: 

add''-\ad{a\d) = ad {\{d' -^ a) \\{ji' - ä)) ^ 
et a: 

add'^\dd'-\ad^ = \ad';d—d)Wad{d''^d)\ 

qaantites positives. Si donc pour des valeurs intermediaires de V\ il pouvait 
devenir negatif, ce ne serait qa*a la condition de s'evanouir deux fois dans 
Tintervalle compris entre les limites A'' = 0, i'' = ^ii; mais celaest impos- 
sible, röqaation: 

add' -'id'V'' -\ad {a\d-%V') ^ 

ayant necessairement ses racines de signes contraires. 

On a donc toujonrs^ comme nous voulions Tetablir: 

add'' <2D. 

Paris, Avril 1850. 
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Bemerkung über einen Fall der Bewegung eines 

Systems von materiellen Puncten. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Richelot zu Königsberg in Pn) 



In den Jahrgängen 1846 und 1847 seines Journals bat Liouvitle zwei 
längere Aufsätze initgetheilt , welche mehrere Fälle enthalten, in denen sich 
die Bewegungsgleichungen eines materiellen Puncts iniejgriren lassen. Man 
sieht leicht, dafs diese Probleme eigentlich alle auf das eine folgende zurück- 
kommen: 

Wenn die senkrechten Coordinaten des Puncts x, y, z, mii seinen ellip- 
tischen Coordinaten q. fi^ v^ vermittelst des Systems Gleichungen: 



a ' ü — b ^ o — c ' 



— a ' {} — 



if — ü • Q 

^' I ^* I ^ = 1 

fi — fl *^ — 6 * fi — c ' 

.J^4. -2:1-4. -*L = 1 

verbunden sind, und die 3 Componenten der auf ihn wirkenden Kraft« 
nach den drei senkrechten Achsen, die drei partiellen Differentialquotienten 
der Function 

(wo /(>. Ffi^ ITy beliebige Functionen respective von (f, u und v be- 
zeichnen) nach den 3 Variabein x, y^ z sind: so sollen die endlichen 
Integralgleichungen der Bewegung dieses Puncts angegeben werden. 
Liouville hat dies Problem für den Fall, dafs der Punct sich in einer 
Ebene bewegt, durch die bekannte Lagranyesche Umformung der Differential- 
Gleichungen der Bewegung, und im andern Falle, so wie in einer so eben 
im Augusthefte dieses Jahrs erschienenen Abhandlung den analogen Fall eines 
Systefns von Punclen durch die Reduction auf die Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung zweiter Ordnung bebandelt. Wenn gleich nun dieser Ge- 
genstand nicht nur in diesen Aufsätzen, sondern von Jacobi^ welcher die 
hiezu benutzten Eigenschaften der merkwürdigen Transformation obiger Form, 
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so wie ihre, durch die Hamilionsche partielle Differentialgleichang vermittelte 
Anwendung auf Probleme der Mechanik zuerst gefunden hat, an mehreren 
Orten und Gelegenheiten schon froher vollstfindig erschöpft ist, so dürfte es 
doch vielleicht nicht ganz uninteressant sein, wenn ich dieselben Differential- 
gleichungen, auf welche die Bewegung eines Systems von Puncten unter 
analogen Verhältnissen zurückkommt, in den wenigen folgenden Zeilen, ohne 
di^ bekannte Benutzung der partiellen Differentialgleichung der zweiten Ord- 
nung, direct integrire. 

Durch Einführung der Variabein 

Xi = x'^tn', X2 = y^m', Xy = z'^m\ 

X, = xym\ X, = y'V»»"' ^6 = «'Vw", 

etc. 

kann man die Differentialgleichunger. der Bewegung eines Systems von mate- 
riellen Puncten, deren Coordinaten und Massen 

x\ /, z\ m\ 

x\ /', «", m\ 
etc. 

sind, und auf welche als Componenten nach den 3 Achsen resp. die Kräfte 

dV dV du 



dx>'> W* dz" 

du au du 
öx"' ay» ö*"' 

etc. 

wirken, auf folgende zurfickfflhren : 

rf«j-, _ du tPje^ _ au d*Tn _ dlJ_ 

dt* ~ 517' 1? dx,' ~dP dxn ' 

Fahrt man nun neue Variablen >'i, y^^ ... y. vermittelst der Gleicbnngen 

^ — -^^ ^^ — -/x' • • ^- — -fZ 

ein, wo der Kürze wegen 

Fz = iz — y\X^ — y2) ... {« — Yn), 

fz = (« — ai) (55 — Oj) ... (« — ön) 

gesetzt und Hi, 112, ... a,,, 2: ganz beliebige Gröfsen sind, so kann man die 
Umformung der Differentialgleichungen in die neuen Variabein sehr leicht ver- 
mittelst einer von Hamilton zuerst benutzten Methode ausführen, auf welcher 
seine flbrigen Untersuchungen alle beruhen. 
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Man bildet nfimlich den Ausdruck 

in den neuen Variabein und ihren Differentialquotienten nach der Zeit -^^ 

—^^ . .. -^, und fahrt statt der letztern die n Variabein z^^ z^^ ... z^ ein, 

welche durch die Gleichungen 

dT dT BT 

z. 



bestimmt werden; dann ist bekanntlich das transformirte System Differential- 
gleichungen 

(A.^ dtxdyi'.dyii, . . -.dyn'.dzi'.dz^: . . . :dz^ 
^ *. d(T—ü) ^ d(T—ü) : \ d(T'-ü) , d(U—T) ^ d(U—T) , , d{ü—T) 

Um nun die im obigen Falle hieza nöthigen Umformungen ausznfflhren, leitet 
man aus den beiden identischen Gleichungen 

Fz 

{z—rh)*fz 

(*— r*)fyA *— «I (Ot—yhj'fOi * '" "'«—an (an—yh)*fa„'' 

Fz 
(z—yh){z—yi)fz 

_ i Fa, |_ j 1 Fon 

z—a^ {ai—yh)(ai—yi)fa^ "•" "" "^ z — On {an—yh)(an^yi)f'an ' 

WO yt, und y^ zwei beliebige der Gröfsen y^, yt^ ... yi sind, indem man 
die CofifSoienten von sr^ vergleicht, folgende ab: 

F'yk __ fa. , I Fa. 

Q __ ffb L H ff: 

Vermittelst dieser bekannten Gleichungen, deren ich mich bei der In- 
tegration der Abelschen Differentialgleichungen, welche mit der folgenden sehr 
nahe verwandt ist, ebenfalls bedient habe, erhält man sofort 



r-x.Ellx^s. «_..£:Zi^ - _ . P'yn dy, 



i4, Riekelotß Bewegung eines Sgeiems materietter Punete. 181 

und hiernach in den Variabein /i, • .. y^^ Zi^ . .. z^: 

Wenn nun ü die besondere Form bat, welche LiouviUe behandelt, nemlich 

wo V^i^i) V^2y3 9 ata beliebige Functionen resp. der Variabeln ^i, ^29 ••• Yn 
bedeuten, so Ififst sich das System Differentialgleichungen (i4.) wie folgt 
integriren. 

Es ist 

d{T-ü) ^ F'rk , ^ 2zlfyk-Vßkrk i 

d(T—ü) _ Azkfyh 

ByK ~ ^TyT' 

wo das Summenzeichen bedeutet, dafs ffir k alle Zahlen 1,2,... n mit 
Ausnahme von h gesetzt und die Resultate addirt werden. Sieht man nun 
fflr den Augenblick alle Variabeln im System iA.')^ anfser yn und %, als 
constant an, so ist, der identischen Gleichung 

yk—yjk z—yk ^yt—yh f 
wegen, wo z eine ganz beliebige Gröfse ist, 

ein exactes Differential des Ausdrucks 

F'yh • ^ P'yi \z—yky' 

und daher, weil jenes = ist, dieser von y^ und % unabhftngig. Eben so ist 

aber auch, das Product des Summenausdrucks durch 

Fz 

z—yh ' 
nfimlich 

F'yx z—yi ' 

wo sich das Summenzeichen auf alle Werthe von 1: 1,2, ... n bezieht, eine 
von y^ und %, und da dasselbe in Bezug auf die Variabeln /t, y^^ ... y., 
so wie in Bezug auf die Variabeln s^i, «29 • • * ^n symmetrisch ist und t gar 
niolit darin vorkommt, eine von allen diesen Variabeln unabhängige Gröfse. 

Cr«Ue*i Joarmd f. d. M. Bd. XL. Heft %. 24 
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Da dieser Ausdruck, in Bezug auf die gans beliebige 6r6fse z^ eine 
ganze FuDctioD vom (n — l)ten Grade ist und seine Cofifficienten constant sind, 
so liat man die Gleichung 

woraus die Inlegralgleichangen 

wo fflr X, 1, 3, . . . n gesetzt werdeo kann, mit n willkürlichen Constanten 
hervorgehn. •■ Mit Hinzaziehang der obigen Gleichung 

dT 



«i 



rfrA' 



KT) 



welche nach Gleichung (A) folgende liefert, 

** "* * fyi dt ' 

gebt die vorige Integralgleichung in folgende Aber: 

dyi 
ät i 

Hieraus ergeben sich endlich, wenn man statt 1, 1, 2, ... n setzt, wegen 
der identischen Gleichungen 

S-J— = 0, -S-jjP- = 0, ... S-S^ = 0, ^-^ = 1, 
nach der Integration die endlichen Integralgleichungen: 

^f_ äyi •_ - 

i/ Vifyi(C,-\-C,yi-\- . .. +c;.-irrHvira)) — ^' 






n 



etc. 



'»— ai 



welche mit den von UouviUe gefundenen abereinstimmen. 
Königsberg, den lOten December 1849. 
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15. 

Zwei geometrische Sätze« 

(Von Herrn Prof. Dr. Lehmus zq Berlin.) 



l 

JLrie Summe des Inhalts der vier, die Seiten eines Dreiecks langen- 
tirenden Kreise soll das nfache dos Inhalts des um dieses Dreieck beschrie- 
benen Kreises sein: welches ist die diese Bedingung aussprechonde Gleichung 
zwischen n und den drei Winkeln a, /$, ^ des Dreiecks , und welches sind 
fdr bestimmte Formen desselben die Grenz worthe von n? 

Die allgemeine Relation ist 

n = 8(1 — cos «cos ^ cos y). 

Aus ihr folgt:. 

1) Der kleinste Werth von n ist 7 und entspricht dem gleichseitigen 
Dreieck. 

2) Der nicht zu erreichende Grenzwerth von n ist 16. 

3) Fflr jedes rechtwinkliche Dreieck ist n = 8. 

4) FQr jedes gleichschenkliche Dreieck ist, wenii a einen der spitzen 
Winkel bezeichnet, 

n = 8(1 -f cos' a. cos 3a). 

5) Fflr jedes gleichschenklich- spitz winkliche Dreieck sind 7 und 8 die 
Grenzwerthe fflr n. 

6) Fflr jedes gleichschenklich - stumpfwinkliche Dreieck sind 8 und 16 die 
Grenzwerthe fflr it. 

7) Fflr jedes ungleichseitige spitzwinkliche Dreieck sind 8(1 — cosasin^^a) 
und 8 die Grenzwerthe von n. (a wie in (4) verstanden.) 

8) Fflr jedes ungleichseitige stumpfwinkliche Dreieck werden 8 und 
8(l-f cosasin'^a) diese Grenzwerthe. (Immer a als spitzen Winkel 
angenommen.) 

9) Unter bleibender Bedeutung von a finden sich in (7. und 8.) die beiden 

andern Winkel aus /9-J-y = 7r — a und 008(/9 — y) = co8a4-x~^* 
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IL 
Fflr dieselbe Aufgabe in Beziehung auf die Peripherien der Kreise dient 
die allgemeine Gleichung 

n = 4(l-f2sin|-asini/9sini^). 
Aus ihr folgt: 
1) Der gröfste Werth fQr n ist 5 und entspricht dem gleichseitigen Dreiecke. 
9) Der nicht zu erreichende Grenzwerth von n ist 4. 

3) Fflr das rechtwinkliche Dreieck folgt (a spitz angenommen) 

n = 2(l + »ö«+<^8«) 
und es wird 

n = 2+2y2 
ein Maximum zu a^=\n. 

4) Fflr das gleichschenkliche Dreieck wird (a spitz angenommen) 

n = 4(cosa-f sin^a). 

5) Fflr das gleichschenklich-spitzwinkliche Dreieck sind 3-|'^V^^ ^^^ ^ ^^^ 
Grenzwerthe von n. 

6) Fflr das gleichschenklich-stumpfwinkliche Dreieck sind dieselben 4 und 
3+2y^2. 

7) Fflr das ungleichseitige Dreieck finden sich (a spitz angenommen) die 
beiden andern Winkd aus 

/S+y = TT— a und sm{\a^ß) = ILZ-f^ifL. 
Berlin, im Februar 1850. 
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16. 

Über einige von Herrn Dr. Eisenstein aufge- 
stellte Lehrsätze, irreduetible Congnienzen betreffend 

(S. 182 Bd. 39 dieses Journals). 

(Von Herrn Prof. Dr. Schih^emann zo Brandenborg a. d. H.) 



I. jnLufgabe. Wenn ob, ^i, ... a^.i, so wie Öq^ bi^ ... b^^^ ge- 
gebene ganze Zahlen bedeuten, fx^O (mod. p) eiie' irreduetible Congrnenz 
vom nten Grade und a eine Wurzel der Gleichung fx^O ist, so ist zu 
untersuchen, in welchen Fällen sich ß als Function von a so bestimmen 
Ififst, dafs es der Congruenz öga-f Hia-j- . . . ii„_ia""*^Äo/9-f"*i/^''+*2/3'"-f .. 
. . b^ip'*^^ genügt, und in welchen Fällen für ß verschiedene Functionen von 
a eintreten können. 

Auflösung. Setzt man flya-f ^i^'f^i^^'f • •• ^«-i «""* = (-K^a) ? so 
erhält man durch Potenziiren und in Berücksichtigung, dafs ß^"" ^ ß (moi. p, a) 
ist, folgendes System^ von Congroenzen: 

boß + b,ßP +ft,^p'+ ... j-b^^.ßP'"'' = (Ka) 

*n.i/?+ V +*!/?"'+ ... +K^.ß''"' = {Kay 



>n>l , KT v^n— 1 



b,ß .+ b,ß^ +*s/?'''.+ . . . + b,ß^ = {Kay 
Aus diesen Congruenzen ist nun klar, dafs sich im Allgemeinen ß durch 

{Ka\ {Kay^ . . . {Kay"''^^ und zwar nur auf eine Weise werde darstellen lassen. 
Doch wflrde es unrichtig sein, anzunehmen^, dafs dies ohne Ausnahme geschehen 

• 

könne. Hiezu mflfste erst nachgewiesen werden, dafs nicht irgend eine der auf- 
gestellten Congruenzen sich als eine Folge gewisser anderer, oder aber auch mit 
gewissen andern in Widerspruch stehend ergeben könnte. Im ersten Falle wflrde 
es verschiedene Functionem ß geben , ^ie der Aufgabe Genflge leisten , im an- 
dern keine. GlQcklicherweise ist die Form dieser Congruenzen von der Art, 
dafs sie eine flbersichtliche Auflösung gestatten, so dafs man aus derselben 
die Kennzeichen fflr die Ausnahme-Fälle wird aufstellen können. Ist nämlich 
w eine itte Wurzel der Einheit und man moltiplicirt diese Congrnenz mit w% 
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die zweite mit tc^ die dritte mit tr% etc. upd addirt sämmtliche Congraenzen, 
indem man dem t alle Werthe von 0, 1, 2, ... n — 1 beilegt, so erhält man 
folgendes'bystem von Congruenzen: 

= (Ka) + (Ka)P + . . . (Ka'/'^' 

= (Ka) 4- {Kay w + . . . (iCa )p""' mi"-* 



= (Ka)^{Ka)Pw''''+ . . . (JKa)P''-'tr^-*)\ 
Diese Congruenzen werden eine und nur eine Auflösung gestatten, wenn 

nicht ^0(mod./;) ist. Sobald aber dieser Fall eintritt, ist es zweifelhaft, 
ob es nur eine Auflösung für ß gebe, oder mehrere, oder gar keine. So 
ist es insbesondere klar, dafs, wenn (iCa)-|-(JSCay-f- . • • -^-iKay""^ nicht 
^0 (mod.fF, a) ist, wohl aber Äü-|-*»-i+ . . . ^i ^ (mod./i), für ß keine 
Auflösung existiren könne. Ist aber ^u-f ^n-i-f . . . bi zugleich mit (Ka) 
-\^{Kay'\- . . . (Kay'"'' = (mod. p, a) und (*o+*„-iM'+ . . . *itr"-*) . . . 
... (Äü + *'»-i*^'""*+ •••^i*'^^'*"*^') nicht ^ (mod. />, a), so giebt es für 
/y, ßp^ ... ßp""*^ nur it — 1 lineare Congruenzen, und da man nun die Summe 
dieser Ausdrücke einer der Zahlen 0, 1, 2, ... p — 1 congruent setzen kann, 
so wird es offenbar für ß in diesem Falle p verschiedene Auflösungen geben. 
Zur vollständigen Beantwortung der Frage wird man gelangen, wenn man w 
als Wurzel der Congruenz j?'' — 1 ^0 (mod./i) ansieht und sowohl a als w als 
Functionen der Wurzeln einer irreductibeln Congruenz yx^O (moi.p^ auffafst. 

Untersuchen wir jetzt die Frage, ob *ü/5-f ^i/^^4" • • • ^n-i/^'*'""* immer 
ein vollständiges Restensystem gebe, wenn man fflr b^^ ^m • . . 6i,-i alle mög- 
lichen Werthe der Zahlen 0, 1, 2, . • . /f — 1 setzt. Hier ist zunäehst zu be.- 
merken, dafs, wenn n keine Primzahl und ii| ein Factor von n ist, ß von 
einer irreductibeln Congruenz vom Grade Ui abhangen kann. Da aber dann 

von d^n Werthen ß^ ß^^ - • - ß^ ^ je — zusammenfallen, so kann jenes 

Restensystem höchstens p"' verschiedene Reste fassen, also nicht voUständig 
sein, indem das vollständige System p"" Reste in sich schliefst. Wenn aber 
ß von einer Congruenz fiten Grades abhangt, so mflfste nachgewiesen werden, 
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dafs, wenn Kß-\-biß''-\- . . . K.iß""'" = Coß ■\- c^ ß" -\- . . . c«.,/?"""' (toQd.p, a) 
ist, ^o^Cq, bi^Cy, etc. (mod.;;} sein mäfste, oder dafs, wenn hiq/? -{- m, /9'' -f . . 

. . -{-n^n^iß^ ^ (mod.;i, a) ist und m,,, r/ii, . . . iWn-i bedeuten ganze Zahlen, 
y/if), Uli, atc. einzeln ^0 (moi.p') sein müssen. Dieser Satz kann offenbar 

wieder nur unter der Beschränkung gellen, dafs /9 -f-/?" -f... /?'''""* nicht ^0 
(mod. p, a) ist. Unter dieser Voraussetzung Ififst sich der Satz leicht beweisen, 
wenn p eine primitive Wurzel der Congruenz a?" — 1^0 (mod. n) und n 
eine Primzahl ist. In diesem Falle ist x'' — 1^0. (mod.;») eine irreductible 

Congruenz, und keiner der Factoren iWo-f tWjiW'+ • • • '^«~i*^''~* '^^^'^ ^® 
(mod. p, ti}) werden. (S. §. 50. der citirten Abhandlung.) 

Setzt man nun in das oben aufgestellte System linearer Gleichungen statt 

JSCa, so mufs jeder der Ausdrücke ß -{-ß^w -]-... ßP^'^'^w'^'^^O (mod. Pfd) 

werden. Da nun aber /94~/^.''-F • • • ß'' irgend einer ganzen Zahl n (moi.p') 
congruent werden mufs, so würde man durch Addition aller dieser Gleichungen 
nß^n (mod. p^a) erhalten; was der Voraussetzung widerspricht, dafs /i von 
einer irreductibeln Congruenz nten Grades abhangt. 

Obgleich dieser Satz unter der gemachten Einschränkung wahrschein- 
lich allgemein richtig ist, so fehlt doch noch der allgemeine Beweis. 

IL Es ist a-j-ti^aP^i/^'a"'-]- . . . w^-'a^"'' ^ w(aP -^waP'-}- . . . 
4-u>''"^a''''"^4"*^''""*^0 (mod. /i, a) , da w'* = i und aP'^^a (mod. p^a) ist. 
Setzt man nun a-\-tJDaP-\- . . . w'^'^^aP'"' z=i f^{a^w)^ so hat man /",(a, tr) 

^wf^{aP^w)^w'^f^{aP'^^u>\ wo m irgend eine ganze Zahl bedeuten kann. 
Sind nun u^i, tTj, ... w^ verschiedene Wurzeln der Einheit, von der Art, 
dafs i/^i, 11^2, ... Wq = \ ist, so hat man /!(«, ii?i)/i(a, tc^a) ••• fii^^^q) 
= W1W2. .. M^<,/i(a^ u)i)f(aP, W2) . . . f{(xP^ w^) = /l(a^ w^)f{aP, w^) . . 
. . f{d'^ Wg). -Setzt man f(a^ m^i)A^9 ^2) • • • A^^ ^g) = ^(^^ ^)^ so er- 
giebt sich /7(a, w) ^ /?(«'', w) . . . ^ i7(a'''*~\ w). Da sich nun die Summe 
der letzten Ausdrücke aus den CoSfGcienten der Gleichung fx = bestimmen 
läfst, so gilt Dasselbe auch für jeden einzelnen Ausdruck, so lange n nicht 
*ein Vielfaches von p wird. Für diesen Fall ist der gegebene Beweis nicht 
genügend. 
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N o t i X. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Schönemann zu Brandenburg a. d. H.) 



Herr Dr. Eisenstein stellt in seiner Abhandlung Ober • die Lemniscaten- 
theilung (im 2ten Hefte Band 39 Seite 166 dieses Journals) den Satz auf, 
dafs die Gleichung Fx==iO irreductibel sei, wenn der CoSf&cient der höch- 
sten Potenz von x=i und alle äbrigen ganzzahligen Coöfficienten durch 
eine reelle oder complexe iPrimzahl aufgehen, der letzte aber nicht durch das 
Quadrat dieser Primzahl theilbar ist. Mit Hülfe dieses Satzes beweiset er die 

xP— 1 
Irreductibilitfit der Gleichung r- = 0, wenn p eine Primzahl ist. Da 

Herr Eisenstein ausdrücklich bemerkt, dafs ihm von letzterem Satze nur der 
Beweis von Gaufs und von Kronecker bekannt sei, so sehe ich mich ver- 
anlafst, daran zu erinnern, dafs ich bereits im Bande 31 dieses Journals §. 6, 
in meiner Abhandlung ^Grundzüge einer allgemeinen Theorie der höhern 
Congmenzen etc.** den ersten Satz für reelle Primzahlen bewiesen und auch 
den folgenden aus demselben abgeleitet habe und dafs ferner die von Herrn etc. 
Eisenstein angewendete Methode nicht wesentlich von der meinigen verschieden 
ist. Von dem letztern Satze habe ich übrigens noch einen ganz verschiedenen 
Beweis im ersten Theile und §. 50 derselben Abhandlung gegeben. 
Brandenburg a. d. H., den 14ten December 1849. 




189 



17. 

Remarques sur le caleul dont a fait usage Mr. P^diteur 

da Journal dans son memoire: 

„Sur les difierentes mani^res de se servir de Telasticite de Tair 
atmosph^riqae comme force motrice sur les chemins de fer." 
(Vol. 32. de ran 1846.) 

(Par Mr. Prehn i Ratzebarg.) 



jnLpres avoir enonce page 1 6 Topinion que i^abaissement de la tempe- 
rature ne diminue que tres peu Pelasticite de Tair, Tautear a fondö les cal- 
culs des effets des divers systemes- de macbines et de Teffort necessaire pour 
la rarefaction et' la compression de l'air, sar la suppositlon simple, que r^lasti- 
cite de Tair ne depend que de sa densite. Dans une partie de ces calculs 
r^lasHcite de Tair se trouve reellement invariable, et dans presque tous les 
autres calculs Tadmission de rbypothese est tout-a-fait justifiee, parceque les 
variations, de temperature, bien qu'inevitables, sont resserrees dans des limites 
tres etroites: seulement dans le caleul de Teffet des locomotives a air de la 
seconde espece, il parait. necessaire de tenir compte des variations de la 
temperature. Mais comme Tauteur est arrive au resultat final, que les macbines 
de cette espece sont de beaucoup preferables a touts les autres moyens traites 
dans cet ouvrage, ce caleul est le point le plus essentiel de Touvrage entier. 

Pour prouver, qu'il est necessaire, dans ce cas, d^employer des for- 

mules plus conformes aux lois de la nature, je vais comparer les valeurs, que 

M 

Tauteur a trouvees page 242 pour le rapport -^ (rapport du moment d'une* 

locomotive de seconde espece au moment d'une locomotive de preroieix. espece) 
aux valeurs correspondantes, qu^on trouve en conformant le caleul aux circon- 
stances veritables. II ne sera pas difficile d^apprecier Tinfluence, que Tapplication 
da m£me principe aux calculs suivants devra exercer sur le resultat definitir. 
En suivant la marcbe de Tauteur page 239, on trouve pour la partie 
constante du moment, correspondante a Tintervalle dr=:0 jusqu'a x=^k: 

(1.) ilfi = ^nJ^fiak 
pOur un cylindre, conformSment an texte. Pour calculer la partie variable 
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du moment = JUj^ il faut observer, que Telasticite U d'une masse d'air at- 
mospheriqae, dont la densite = D e\ dont la temp^rature = T, s'exprime 
par la formule 

(2.) U = (l-\'ioT)D, 

ou Ol designe le coefficient de dilatation de Tair atmospberique, que nous 
prendrons constant et 

(3.) (o = 0,00366, 

et T doit dtre exprim^ en degres centesimaux. La densite variant et deve- 
nant = d, la temperature et Telasticite varient aussi et deviennent t et u, et 
la loi, suivant laquelle cette Variation a lieu, s^exprime par Tequation connue: 

(4.) i.-f«,/ = (t+«,r)(-g-) 

qui dpnne 

(5.) u =2 (l-{-£üOrf = (l + a>T)i>-(-^y'*'' 

Dans le cas propose on a 

(6.) U = i+fi, 

et T etant la temperature de 1*air du reservoir, suppos^e egale a la temperature 
de Tatmosphere, on a 

La densite variant en raison inverse des espaces • parcooms par le piston, 
on trouve 

(8.) d = D— et 

du 



(9.) • dM, = i?i^/»tf[(l+^)(— T*"— l]<fc 



X 

et par consequent on anra IMntegrale 

(10.) lU, ^ inJ'o[oo,,l-^(±r—]- 
Un raisonnement analogue a celui du texte, montre que Ton obtiendra Teffet 
maximum, en faisant aUer le piston jusqu^au point x = l^ oü Telasticite de 
Tair atteint la valeur o de la pression atmospherique. Pour determiner la va- 
leur correspondante de k, on a requation 

(HO •(i+M)(Tr*'= i^'j'o« 

(12.) Ar = L_j_. 
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En prenant donc rintegrale dans las limites x = 1 — et x =^ l^ on 

trouve, reduction faite, le moment maximum pour un cyiindre: 

(13.) iu, = inj^ai[^ii^f.ß+ — hrr-^l 

(l+IIt)».«l 

Or on a d^jÄ, en snbstituant la valear de ^ ponr le maximam d'effet, 

(14.) üfi = ^nJ^'aX *^— 

ögalement ponr uo cyiindre : donc le moment total Mi-\-Slt = Jf ponr denx 
cylindres sera 

(15.) M = ^nJ^ax[iii-\-fi)^-il 
C'est le maximum de moment que la masse d^air atmospberique 



0,421 
431 



C16., a = nJ'.j^.k^njnJit^ 

(de la temp^ratore T) pourra produire. En snbstituant la valear de nJ^l, 
OB anra anssi 

(17.) M = ^a(T(l + ö,r)ri L^] 

D*nn antre cöt^ le moment d'une locomotive de la premiere espece esl 

(18.) M' = nJ^fiXa 
et la masse d*air correspondante, en snpposant sa tempöratnre 6gale ä T, ^tant 

(19.) 7iJ\J±^.l = fl', et = a 

par snppoaitioo, on aon 

(20.) jf' = «<T(i+«r)-f^. 

On trouve donc le rapport 

foi^ ^ _ 1,421 (i+^)-(i+y)W 

et oette formnie donne la table snivante: 

Ipour/« = 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

^, = 1,408 1,516 1,600 1,668 1,725 1,774 1,817 1,854 1,888 

qii differe considirablement de la table du texte, qui snivant la formule 
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donne pour 



(34.) 




(33.) ^ =i±/ilog.nat.(l+/*) 



2 3 4 5 6 7 8910 

1,648 1,848 2,012 2,150 2,270 2,377 2,472 2,558 2,637. 



La difiference entre les nombres des deax tables varie poar les valeurs fi=^2 
jusqu'ä /i = 10 entre 17 et 40 pour cent, et si Ton admettait mdme la valenr 
fi = i4 (cf. page326), la difference dans ce cas serait encore plus grande. 

Or le caicul de M' est exact: c*est donc la valeur du moment M des 
locomotives de la seconde espece, dans laquelle Terreur se trouve. 

En effet, quand de Tair comprime d'une fort elasticite, par exemple de 
10 atmospheres, se dilate subitement jusqu'a requilibre avec la pression at- 
mospherique, il est necessaire que sa temperature s^abaisse tres considerablement, 
et si la temperature initiale de Pair comprim^, n'excede pas la temperature ordi- 
naire de Tatmosphere, la temperature de Tair dilate, si eile pouvait 6tre observee, 
serait marqu^e par des degres de froid Jusqu^ici inconnus; comme on ie trou- 
Vera facilement en tirant des equations donnees la valeur finale de /. 

On pourrait peut-dtre penser, que Tair, en se dilatant, regagnerait aussitöt 
la plus grande partie de sa temperature par la communication de chaleur qui 
lui serait communiquee par les parois du cylindre, de sorte que le resultat du 
* calcut ne se trou verait pas d*accord avec la realite ; mais ce serait une grave 
erreur. II n'y a point de doute qu'une communication de chaleur ne s^opere; 
mais Teffet de cette communication dans la courte duree d'un coup de piston 
ne pourra pas dtre tres sensible, a cause de la non-conductibilite de Tair rela- 
tivement a la chaleur: et comme a la valeur x = kf oü la dilatation commence, 
la roarche du piston est deja rapide et continue de Tdtre pendant Tintervalle, 
dans lequel la plus grande partie du moment se developpe, Peffet de la com- 
munication de chaleur ne changera pas sensiblement la valeur du moment total 
indiquee par la tbeorie. • 

Au surplus, je peux assurer, que dans des experiences analogues, que 
j*ai faites sur la dilatation subite d^air comprime .dans un cylindre en cuivre, 
j'ai eu occasion de constater Texisteiice reelle de degres extraordinaires de 
froid, qui n'ont differe que tres peu du resultat de la theorie. 

Berlin le 22 Mars 1850. 
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Additions de Tediteor de ce Journal aox remarques precedentes. 



1. Ces remarques ont pour bat de faire voir qu'a cause du refroi- 
dissement qua Tair comprime subit en se dilatant subitement, et ä cause de la 
diminution de la tension de l'air diiate produite par ce refroidissement, Teffel 
de la detente dans les locomotives a air comprime, est moins et beaucoup 
moins avantageux que Tediteur du jouroal oe Pa calcule dans le memoire cite 
suivant la seule ioi de Mariolte. 

Les caiculs et les resultats de Tauteur sont parfaitement justes, autant 
que Tequation (4.), qui exprime Tinfluence des variations de la temperature, 
produite par. la dilatation et la compression de Tair, sur sa tension, Test aussi. 

2. Le büt principal du memoire de Tediteur etant de proaver que 
Tai comprime offre une force rnotrice meilleure et plus-^atantagewte que 
la vapeur d'eau pour les chemins de fer: il croit que le meillear parti a 
prendre pour arriver a une Solution sur ce point principal^ sera d^adopter 
pour le moment Tequation (4.) et les resultats de Tauteur, pureinent et tele 
quHls sont, sans aucune objection, et de voir ce qu'on trouvefa en suivant 
ces principes pour les chemins de fer, et nommement dans le mdme exemple 
sur lequel Tediteur a applique ses propres principes (tome 32 page 326 §. 67.). 

3? Posons, pour abreger, Texposant dans (4.), 

(25.) 0,421 = €, 
on obtient d'abord pour un Ar indetermine et pour un seul cylindre, suivant (10.): 

(26.) M, = ^7r^^a[const.-iliiii^(^y_a-]. 

Cela donne, itfj etant =0 pour x = k, const. = ~^ -^k^ donc 

C27.) lU,^-inJ'c [il±£it (l - (±y)\ * - x] , 
et pour le cylindre entiery c'est a dire pour x=^l^ 

im «, = in^'»[ii±i!ii(i-(i)')+*-4 

Y ajoutant 'Mi=^nJ^fiak, on a pour les deux cylindres: 

M = üf. + ilf, = n^'o[lli^(l-(-i)') + (l+/*)A-A] ou bien 

(29.) M = nJ^a[^±J^(H,-{±y-l)]. 
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4. Maintenant, si la machine est arrangee de sorte que le maximum 
de reffet a lieu pour la tension fi^ de lair, comme Teditear Ta suppose (§. 47. 
p. 242), il faut qu'ici suivant C12.)9 la detente soit 

(30.) k = ^^-x-- 

Cela, substitue dans (29.), donne 



M 



nJ^a\ ^^+^)^ (l-f6-(l-f^.)~"^)-;t"| ou Wen 



C310 .f = .^..ri±^(_i±v-^)-i] 

1(1+^.)'+' "^'*'J 

. Yoila le rnoment de föree d'ati air comprime jusqn'ä la tension 1 -{- ^, 

si la detente k = y~ C^^O ^^ '®'l® 1°^ '^ machine a son effet maxi- 

mum sous une tension l-|-jUi de Tair. 

5. La masse a d'air atmospherique necessaire pour prodnire ce moment 
de force, est suivant (16.) 

(32.) a = nJ^-^^k = nJ^:^ i-^- (30.).- 

(1+/»,)»+« 
Delä on tire 

(33.) 7r^X(l + ,tt) = 4l(l + a>T)(l+^,)'^, 

et substitue dans (31.), 

i_ 

io = — i— c " ^^'^ 1 ! — i j-r — \ — nJ*aX, on bien 

L(i+;t,)i+i- •<■'*• J 

(34.) Jf=iL£^l±?^[l-|-c_(l-|-^0""^]-^><yA. 
Cela donne 

(öO.j a == i— 



ponr la masse d'air atmospherique qui, comprime jusqu'ä une tension quel- 
eottque 1 -f .»^ produit le moment de force St, la machine etant arrangee pour 



-—.*'- 
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ia detente k^^ 1 — , de sorte qae le maximum d'effet a Heu sdus la 

tension l-f/Uj. 

6. Si aucune detente n'avait Heu, c'est a dire si k etait ==il^ et par 

consequenl suivanl (30.) (1 -f A*i)^'*^'= 1, et l-f/Xi=l, il y auroit a mettre 

(36.) ^i = 0. 

Pour produire dans ce cas le tn^e moment de force M par une 
tension quelconque 1 -f j^ de Pair, comme cela doit avoir lieu sur les chemins 
de fer, oü le moment de la force est determine par la force necessaire de 
traction d'un train de wagons, et oü /u est variable suivant les pentes de la 
voie, ce n'est plus la masse a (35.) d'air atmospherique qui y suffit: c^est 
plutöt la masse d'air 

(37.) ai = . j_ _. . = M-f-nJ^aJL^ 

comme (35.) la donne en mettant dans cette expression fii = 0. 

Donc avec detente, la masse d^air atmospherique necessaire pour pro- 
duire le moment M, n'est que 

(38.) — = j- fois Celle sans detente. 

7. Cette expression, tiree de la formule (4.), prend ici la place de celle 

(39.) * 



log.Dat.(l + /uJ-fl 

dans (§. 54. G. page 258) du memoire de Tediteur. Cette derniere expression 
peut aussi dtre tiree de (38.), en y donnant ä £ la yaleur 0, valeur que f 
prend si Ton neglige Teffet de la Variation de la temp^rature de Tair, produite 
par la dilatalion subite, comme Töditeur Ta fait dans son memoire. Pour 

€ =1 (38.) donne — = -rr , donc 

a ds 9« 

""' a[i+«~(i+fi,r^] a*-ö(i+f*,r'"^ 

^ 1- 1 

Fesant pour abreger \-\-fi^=iC et -t-j = «, on a {\<\'i^i) '^* = — ? dont 

la diflferentielle est 

26» 
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de* ds.r* log. nat.c dzlog. nat. r 



c»* c 



3z 



[ dt tds 1 log. nit.(l-j-^,) dt log. nat.(l-ffi,) 
1+« (<+«)*J -1. ~ (!+«)*' -i- ' 



donc 



a 1 



et poar c = 0, 



«I . 1 log.nat.(l+ft,) ^ 

a 1 



o, l+Iog.nat.(l + ft,)' 
comoie (39.). 

8. Les resultats des deax formiiles (38. et 39.) sonl les suivants. 
EUes donneot 

PouTf*, =0 1 2 3 4 5 6 7 8 9i0...<x) 

1. '—-^-^ 0.6940 0,6024 0,5555 0,5261 0,5055 0,4900 0.4779 0,4681 0.4599 0,4529 ... 0,29627 

(40.) < l+^-O+^t)'"^' 

^« m ^TTT-. — T = l 0,5907 0,4768 0,4191 0,3833 0,3581 0,3394 0,3248 0,3128 0,3028 0,2943 ... 0. 

l+log.iiat(i4-/u,) ' • ,' ' ' • 

Les nombres (40. 2.) sont ceux de (398. §. 49. p. 251) du memoire. 

9. Maintenant on pourra caiculer selon la formule (38.) les resultats 
qui auroot lieu pour le chemin de fer qne Tediteur a pris pour exemple 
dans son memoire (§. 67. p. 326) , pour le cas ou Ton ne neglige pas l'effet 
de la diminutioD de la tension de Tair dilate apres la detente, produite par la 
refroidissement, en tenant compte de cette diminution suivant Texpreasion (4.). 

Si la locomotive ä eXv n*avmt pas de detenlej 1770 roet. cub. d*air 
atmosph^riqne seraient necessaire pour on poids de 92 770 kilogr. du train 
(voir §. 64. A. et B. p. 317). Cet air, comprime ä une tension convenable, 
doit ötre amene par la locomotive et son tender. 

En snpposant, comme dans (§. 67. A. p. 326), une detente de 

(41.) ^, = 3, 

la masse d'air atmospherique necessaire pour la trajet n'est que de 

(42.) 1770.0,4191 = 742 raet. cub. 

(571. p. 326), en hegligeant Teffet du refroidissement de Pair dilate, saivant 
la formule (39.). En ne negligeant pas cet effet, et en en tenant compte 
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suivaot (4.)) Ib masse d'air atmospherique necessaire est SQivant (40. i.) 

(43.) 1770, 0,5555 = 983 met. cub., 
donc 

(44.) Ig = 1^325 fois la masse (42.). 

10. Sapposant, comme (§. 67. p. 326) que Tair dans les cylindres- 
reservoirs, repartis sur la iocomotive et les tenders, doit avoir uoe tension 
effective de 8 atmospheres, il sera roaintenant necessaire: 

83.1,325 = 110 cylindres-reservoirs, au lieu de 83 (575. 'p. 326). 
6' = 12318.1,325 = 16321 kilogr., poids total des cylindres, au 

lieu de 12318 (577. p. 327). 
I == 1558.1,325 = 2064 kil., poids de Fair comprime, au lieu de 
(45.) { 1558 (578. p. 327). 

E = 5154 -f 16321 -\- 2064 = 23 539 kil. , poids total de la raachine 

de tractioD, au lieu de 19030 (579. p. 327). 
m =101.1,325 = 134 force-de-chevaux pour les pompes a air, 
au lieu de 101 (582. p. 328). 

Les 110 cylindres-reservoirs pourront 6lre repartis sur la Iocomotive et sur 
deux wa^ona qui la suivent: 20 cylindres sur la machine, et. 45 sur chacun 
des deux tender^*. he poids du train ne pourra dtre alors que de 62 000 kil., 
au lieu de 72000 kil. (p. 327 g)\ mais cette diminution n^st pas importante, 
puisque le maximum du poids du train ne se presente pas ordinairement. 

Le coüt des cylindres-reservoirs, des machines a vapeur, servant les 
pompes ä air, et des pompes a air elles mömes, dont le montant total suivant 
(583. p. 328) est de 539400 fr., s'eleve ici a 1,325 foh cette somme; mais 
le coüt des machines de traction de 337 500 fr. (583. 2. p. 328) s'eleve dans 
un moindre rapport, et pourra ötre suppose ä = 375 000 fr. Donc le montant 
total des frais d^etablissement sera 

(46.) 539 400. 1,325 -f 37 500 = 1088 705 fr., au lieu de 876 900 fr. 

(583. p. 328). 

Les frais de chauffage des machines a vapeur pour les pompes a air 
(584. p. 328) s'elevent dans le rapport de 1,325. Elles sont donc 

(47.) ' 90900.1,325 = 120442 fr., au lieu de 90900 fr. (584. p. 328). 

£galement les frais d'entretien des cylindres-reservoirs, des machines 
k vapeur et des pompes a air; anxquels il faut ajouter 6 p. c. du coAt des 
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roachines de traction. Le total de ces frais d'entretien sera donc 
(48.) 41 977 fr. au Heu de 34 950 fr. (585. p. 329). 

Cela donne la comparaison suivante des frais d'etdblissement et d'entre- 
tien des machioes etc., necessaires pour le service de Tair comprime, avec 
Celles de Tappareil pour le Service de la vapeur. Cette comparaison prend 
ia place de celle (§. 73.). (Ce paragraphe est un de ceux qui, comme il est 
dit au bas de la page331, cot ete supprimes dans ce Journal, parcequ'ils ne 
contiennent que des objets purement techniques; mais les paragraphes sup- 
primes se trouvent pages 162 — 169 des exemplaires du memoire tirös et mis 
en vente a part.) 

Les firah d' etablissement pour le Service de Tair comprime sont sui- 
vant (46.) 1 088 705 fr.* 

Gelles pour le service de la vapeur sont suivant (§. 73. AJ) 1 162 506 - 

Donc le service de Fair comprime coüte moins en frais 

d'etablissement 73 795 fr., 

au Heu des 285 600 fr. du memoire (609.). . 

Les depenses annuelles, pour le service de Fair comprime sont les 
suivantes. 

Le chauffage des machines a vapeur pour les pompes a air 
sont suivant (47.) 120442 fr. 

Les frais*d'entretien des cyUndres-reservoirs, 
des machines a vapeur et des pompes a air sont 

suivant (48.) * 41 977 - 

162 419 fr. 

A döduire une economic sur les frais d'en- 
tretien de la voie, a raison de 6 p. c, . . . . 11 250 - 

Reste .... 101169 fr. 

Les frais de chauffage des locomotives ä va- 
peur seront par an (§. 73. Ä.) 90 000 fr. 

Les frais de leur en tretien 78 750 - 

Total .... 168750 - 

Donc le servcie de Tair comprime coüte en moins . . 17 581 fr.^ 
au Heu des 54 150 fr. du memoire (610.). 

On voit par la qu'effectivement Teconomie en frais d'etablissement et 
d'entrelien qu'offre le service de Tair comprime sur ceUe de la vapeur, serait 
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Moindre, si la force des locomotives a air avec detente devait dtre caiculee 
saivant requation (4.)? et non pas selon le principe de Mariolle seul: mais 
Teconomie, möme dans ce cas, n'est pas nulle, eile sobsiste toujours ; comme on 
poQVoit presque le prevoir, mdme sans calcal, parcequMI a ete prouve (§. 74. B.) 
qae si Ton voulait renoncer entierement ä la detente et ne se servir que de 
locomotives a air aana de'lente, cas dans leqael la formule (4.) n'a aucune 
influence sur les caiculs et les resultats du memoire de Tediteur, ce Service 
ne coüterait que peu de chose d'avantage que celui des locomotives a vapeur, 
de Sorte qhe, sans doute et en tout cas, on arrivera encore ä quelque eco- 
nomie par la detente. 

11. Or, comme tons les antres avantages, enumeres §. 81. et 82. 
p. 336 etc., propres au Service de Fair comprime sur celui de toute autre 
force motrice pour les chemins de fer, restent sans le moindre changement, 
la formule (4.) n*ayant aucune influence sur elles: ce qui a ete dit (§. 82. 
page 339) , savoir que le Systeme ä locomotives ä air et sans tube de pro- 
pulsion est superieur et preferable a tout autre Systeme, reste intact et n'est 
pas ebranle par les cons^quences de la formule (4.), si m6me cette formule 
devait ötre bien fondee. Donc le resultat final du memoire de Tediteur sub- 
siste toujours; et c'est le point principal pour la bonne cause. 



12. Nous nous permettrons maintenant quelques remarques sur la for- 
male (4.), seul motif et source de cette discussion. 

On ne trouve pas cette formule dans les ecrits les plus distlngues 
publi^s jusqu'en 1845, ou Tediteur composa son memoire, par ex. dans ceux 
de Biatf Peclet, Pouillef, Dulongy Lame etc. Elle ne se trouve que dans 
les ecrits plus recents, par ex. dans les Supplements au traite de physique de 
Baumgärtner et dans un memoir.# de Mr. Clausius, imprim^ dans les comptes 
rendtts de Tacad^mie de Berlin pour 1850. Mais la formule, en tant que suche 
Tediteur, n'est pas fondee sur les resultats d-experiences suffisamment etendues 
et immediatement relatives au sujet dont il s^agit: on y arrive indirectement 
avec des detours, par des conclusions, qui ne sont pas sans hypotheses, et 
en combinant la theorie avec celle de Newton sur les ondulations des fluides 
elasliques, et en partant d'experiences sur la vitesse du son qui de leur cöte 
reposent sur Tevaluation des hauteurs des tous produits par le son. A la 
verite, on pourrait aussi deduire la formule du chap. 3 livre 12 tome 5 de la 
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Mecanique Celeste de Laplace, mais les experiences de Desormes, Ctetnent^ 
Weller ei Gay Lussac qai fournissent les valeurs numerii/ues ä la theorie 
de Laplace, sont peu etendues; Tair n'a ete comprime ei dilate que tres peu 
dans ces experiences. La forroule (4.) n'est donc pas appuyee par des ex- 
periences directes ei suffisamment etendues; eile ne Test plutöt que par des 
conclusions ei par des hypotheses; et par consequent eile n'est nullement 
fondee. Aussi les physiciens ne paraissent ils pas ötre completement d^accorä 
sur ce sujet. Par ex. Mr. Lame dil page 88 tome 2 de son Cours de phy- 
sique, Paris 1836: ^Ainsi, par une compression de .^^ de son volome, Tair 
doit s'echauffer de 0^,421 etc."' Cet enonce, mis en forn)ule, donne une ex- 
pression differenle de celle (4.). De plus la formule (4.) est deja en eile 
roöme douteuse par le resullat qu'elle donne. Par ex. suivant cette formule 
la temperature de degres doit descendre en dilatant Tair a un quart de la 
densite, jusqu'a un froid de 120,7 degr. cent. et monier en comprimant Pair 
a une densite quadruple,* jusqu'a une chaleur de 216,4 degr. cent. Si ce der- 
nier effet avait lieu, le cylindre en metal d'une pompe ä air foulante, devien- 
draii incandescent par les coups acceleres et repetes du piston, ce qui n'est 
pas. II est bien connu que par une compression forte et subite on peut em- 
braser un roorceau d'amadou, mais ce briquei ne prouve pas encore qnW* 
fectivement une tres grande chaleur peut dtre produite par la compression de 
Tair, surtout quand eile n'est pas effectuee tout a fait instantan^ment; car Tem* 
brasement de Pamadou ne reussit pas sans Temploi de moyens qui le favo- 
risent. j^galement donc aussi^ un tres grand refroidissemeni de Pair par sa 
dilatation est doutenx, surtout si la dilatation n'est pas effectuee momentanement, 
mais plutöt successivement, comme dans les locomotives ä air. En tant qoe 
Sache Pediteur, des experiences directes et suffisamment etendues, pour con- 
stater sans hypotheses et immediatement, Tinfluence de la dilatation de Pair sur 
sa tension^ produite par le refroidissemeni, jpanqueni encore absolument. On 
attend les resultats des experiences sur le refroidissemeni de Pair par la dila- 
tation que Mr. Regnault prepare; ils decideront si la formule (4.) est bonne, 
ou si et comment eile doit ötre modifiee. 

Pour notre Sujet, davoir pour Tutilisation de la force expansive de Pair 
oomprime comme force motrice sur les chemins de fer, an moyen de loco- 
motives a air avec delenle, ce n'est pas proprement le refroidissetnent de 
Pair, produit par la dilatation subite, qui nous Interesse, mais plutöt la dimi- 
nution de la tension de Pair au delä de ce qu'elle doit ötre suivant la loi de 
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Mariotte. Poar trouver cette dimunition par la voie la plus sure, le meilleur 
moyen serait evidemmeot d^experimenter immediatement avec un cylindre de 
locomotive a air, non pas en miniatnre) mais de grandeur ordinaire; de me- 
sarer avec un dynamometre la force effective du piston et de la comparer 
avec Celle qui aurait lieu si la loi de Mariotte n^etait pas changee par le 
refroidissement de Tair. Mais si Ton veut 6viter ces experiments un peu coü- 
teux, il parait qu^on pourrait aussi arriver au möme büt par des experiences 
suivantes, bien moins coüteuses. 

13. On mettra en communicalion par un tube en metal et courbe, un 
vase tont clos d'un volume de 30 a 60 decimetres cubes, que nous designe- 
rons par B, avec un manometre compose d'un tube en verre descendant ver- 
ticalement de 12 decimetres environs, et d'un autre tube en verre, remontant 
verticalement de 16 decim., les deux tubes mis en Communications entre eux 
ä leurs bas par un tube courbe en metal, tous les tubes droits et courbes 
precisement du mSme calibre et de celui des tubes de barometre ordinaire. Le 
tube descendant sera designe par JRi, le tube ascendant par üs* Dans la 
partie courbee qui Joint en bas les deux tubes descendant et ascendant, sera 
un robinet JEfi, du möme calibre que les tubes. Un autre robinet JETj, d'un 
plus gros calibre, se trouvera au vase B. Les deux robinets H^ et JEfs seront 
mis en communicalion, par ex« au moyen d^une cremaillere, qui s'engrenera dans 
deux petites roues dentelees, fixees aux deux robinets, de sorte qu^an moyen 
de cet appareil les deux robinets peuvent ötre ouverts et fermes absolnment 
dans le mime moment, bien que le robinet JEfi en bas, puisse aussi ötre 
tourne independaniment de Tautre. Les tubes du manometre seront emplis de 
mercure, en tant que sa surface, quand il est en niveau dans les deux tubes, 
SB tieiit de 4 decim. environ au dessous de la courbure supörieure du mano- 
metre dans le tobe descendant, et par consequent de 8 decim« au dessus du 
robinet JBfi en bas, et de 8 decim. an dessous de Tembouchure du tube ascen- 
dant qui est ouvert en haut. Le point oü le mercure dans les deux tubes 
est au niveau, sera le point zero du manometre. Cela pose, apres avoir 
ouvert le robinet tfi, et forme le robinet ff^, on comprimera successivement 
par une pompe ä air, Tair atmospherique contenu dans le vase B jusqn'a une 
tension de 3 atmospheres. Par Teffet de cette compression, si dans le moment 
de Fexperience le barometre se tient par ex. a la hanteur de 76 centim. an 
dessus de zero, le mercure dans le tube decendant JR| du manometre sera 
refoule de 76 centim. vers le bas, et dans le tube ascendant iSi il montera 
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de 76 centim. aa dessus da point sero. L^equilibre ^tant parfaitement r^tabli 
apres cette Operation, on oüvrera le robinet H2 da vase B et en^laissera 
sortir Tair comprime; mais on n^attendra pas repnisement da vase et le re- 
tablissement de requlibre de Tair qa^il contient, avec Tair exterieor; an contraire 
en refermera deja le robinet Ifs, tont an plns apres an laps de temp^ d'une 
seeonde. Comme Tair comprime sortira da vase B avec ane vitesse et ve- 
hemence extremes , sa tension diminuera deja considerablement, möme dans le 
petit espace de temps, peat-ötre de 3 jasqa^a 1^^ atm. En refermant le ro* 
bin(9t ^2 9 Tantre robinet JEfi, an bas da manomötre, qai etait oavert, doit aussi 
6tre ferme dans le m6me moment an moyen de la crömaillere; mais imm^ 
diatement apres on r^onvrera le robinet Hi seal, celai H2 restant ferme. Par 
reffet de Teconlement de Tair da vase 19, et de la dimanition de sa tension^ 
produile par la, le mercure sera mont^ dans le tnbe descendant et tombö dans 
le tube ascendant du manometre, pour retablir son öqailibre avec la pression 
diminuee de Tair. Si, comme on la sapposö, la tension de Tair dans le vase 
B a ete redaite par T^coalement de 3 jasqa^a celle de 1^ atm., le mercore 
dans le tube descendant du manometre devra ötre mont^ de 76 jusqa^i 
19 centim. an dessous de s6ro, et tombö dans le labe ascendant de 76 jus- 
qa*a 19 centim. an dessus de s6ro, car la difference de niveau de 2.19 = 
38 centim. est celle qn! tient equilibre au surplos de la demi^-atmospAere qui 
est restee a Tair dans B sur Tair extörienr. Mais tont cela n'arriveroit que 
sous la condition que la loi de Mariotte seule ait lieu. Or indubitablement 
un refroidiseement a 616 produit par la dilatation subite de Tair, et par Ik 
une diminution de la tension de Tair au delä de celle que veat la loi de 
Mariotte. Donc le mercure dans le tube descendant JRi du manometre sera 
montä plus haut que 19 centim. au dessous de sero, et celui dans le tube ascen* 
dant Ri sera tombö plus bas^ et ce eurplus donnere immediatement la mesure 
de reffet que le refroidissement de Tair par la dilatation subite a sur sa ten- 
sion. Du surplus de diminution de la tension de Fair, qu^on trouve de cette 
maniere, on pourra, si on le veut, calculer röclproquement le degrö du 
refroidissement selon la loi de Gay^Lussac. Comme le robinet JBf| en bas, 
a i\k röouvert momentan^ment apres la fin de Tecoulement de Tair du vase B^ 
le mercure dans le tube descendant JRi rötombera, et celui dans le tube R^ 
rimontera peu a peu et a mesure que Fair dans le vase B reprend la lem- 
perature ext^rieure; cela se continuera jusqu^aux points anxqu'elles il faut que 
le mercure reste stationnaire d^apres la loi de Mariotte, et la difference de 
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ces ölövations est alors la mesare de la tension permanente qui est restee 
a Tair comprime dans le vaseB. Le robinet tfi, au bas du manomelre, n'a 
d*autre but que d^empdcher les oscillatione du mercure dans les deux tubes 
du manometre; ou au moins, de les amoindrir autant que possible. Car en 
vertu du mouvement que le mercure a acquis en tombant et en montant dans 
les deux tubes, par suite de Tecoulement de Tair du vase B, celui du tube 
descendisint monteroit encore plus haut, et celui du tube ascendant tomberoit 
encore plus bas qu*il ne faut pour faire ^quilibre a Tair dilale et refroidif si 
la masse du mercure etoit parfaitement libre. Mais comme le robinet H^ a 
6te ferme immediatement apres la fin de r^coulement de Tair du vase B, le 
mercure descendant dans le tube R2 se heurle contre le robinet JBfi et ne peut 
pas continuer son mouvement. Seulement le mercure dans le tube ascendant 
le peut encore, mais la continuation de son ascension ne peut dire que tres 
insi^ifiante, parceque non seulement le poids du mercure, mais en outre la 
forte presjnon de \\ alm. de Tair s^y oppose, et eile ne peut durer que 
pendant un temps tout a fait imperceptible. Donc, apres qu^on a eu r^ouvert 
le robinet J9|, les oscillations qui peuvent avoir lieu, ne pourront 4tre que 
tres insignifiantes. On voit que de cette maniere, a Taide du robinet tfi, 
reffet que le refroidissement de Tair par la dilatation subite a sur sa tension, 
pourra dtre mesure immediatement et avec beaucoup de surete et d^exactitude« 
Aussi voit-on que par un proced^ tout analogue le surplus de Caugmentatian 
de la tension de Tair que röchanffement produit, en comprimant Fair, pourra 
dtre mesure, si par ex. d^un second vase, empli d^air comprimö, on laisse 
s^öcouler cet air dans le vase Bf dans lequel Tair n^est pas comprimö, et plutöt 
dilate. De mdme, le surplus de dhninution de la tension de Fair que le re- 
froidissement produit en dilatant Tair, pourra dtre mesurö si du vaseS, con- 
tenant de Tair atmosphörique, on laisse s^öcouler cet air dans un autre vase 
contenant de Tair dilatö. 

14. Mais quels que soient les resnltats de ces expöriences, ou d^autres, 
et m6me si toules les expöriences devaient confirmer purement la formnle (4.), 
il y a encore deux circonstances a prendre en considöration dans le caicul de 
reffet de Tair comprime comme force motrice sur les chemins de fers. Toutes 
les deux s*opposenl a la diminution de la tension de Fair, produite par son 
refroidissement, quand il est dilatö dans les cylindres de la locomotive a de- 
tente; et tout aussi bien quMl faut avoir egard a Teffet du refroidissement de 
Fair dilat6, il faut aussi avoir ögard a ces deux circonstances. 

27» 



204 i7. Prehn, remarquei iur le memoire No. S, 14, ftß ei SO tarne 32. 

La premiere est le retahlissement de la tempdrature de Fair refroidi 
par la dilatation, qui lai vient du dehors par les parois du cylindre. Qael tempM 
ce retablissement demande-t-il? Celle qaestion ne parait pas encore avoir 
ele rösolue; mais il esl bien possible, et rndme vraisemblable qoe ce temps est 
Ires court, parceque le calorique ne peal pas 6tre chasse, di anianti par la 
dilatation, mais seoleroent devena latent; et quMl reprendra blen vite sa fonction. 

La secande circonstance est le froUemenl da piston contre les parois 
da cylindre. Ce frottement esl tres fort, si le piston, comme il doit Tdtre, 
est lout en m^lal, et il produit un echauffement considerable qni s^oppose an 
refroidissement de Tair par la dilatation. 

Tont cela reste encore a examiner et a tnesurer, et c^etait dans ces 
vues que Tediteur a dit (page 16) de son memoire, qae selon son opinion 
Tabaissement de la temperature de Tair n^aura pas an effet considerable sar 
sa tension. II insiste sur cette opinion, et par conseqaent anssi sar les re- 
saltas de ses calculs, jusqu'a ce quMl sera demontre que ces resultats doivent 
dtre modifies, et dans quelle proportion; ce qui n^a pas encore ete fait 

15. Du reste il est a desirer que par les objections de Tauteur, on 
ne se laisse peut-ötre pas d^terminer a abandonner tout a fait Tidee de ruti- 
lisation de la tension de Tair comprime comme force motrice sur les chemins 
de fer; ce serait une perte enorme. Heureusement il n'existe pas un motif 
raisonnable pour cela, parceqae, ainsi qu'il a ite demontre plus haut, les pre- 
ferences de Tair comprime comme force motrice, lui restent encore, m6me dans 
le cas ou la formule (4.) et les resultats qu'elle donne, devraient ötre justifies 
par Texperience, ce qui d*ailleurs par soi-möme est imposMle, parceque en 
tout cas (suivant §. 14) il reste encolVe a prendre en consideration les effets 
du retablissement de la temperature de Tair par les parois du cylindre et du 
frottement da piston contre ces parois. 

16. L'autear des objections contre les calculs de Tediteur merite d^ail* 
leurs la reconnaissance, surtout des physiciens, parceque ces objections con- 
tribnerons peut-6tre a exciter de nouvelles tentatives pour approfondir une 
question tres interessante de physiqae, et qui jusqu^ici n'a pas encore He resolue 
parfaitement 

Berlin, Mai 1850. 
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18. 

Über die Aufhebung der Ungleichniftrsigkeit der 
durch die Kurbel vermittelten Bewegung. 

(Von Herrn Amtmann PreA» zu Ratzeburg.) 



W enn die gleichförmig rotirende Bewegung einer Axe and die (alter- 
nirende) geradlinige Bewegung einer Stange mittels der Kurbel mit einander in 
Verbindung gesetzt sind, so hebt die Geschwindigkeit der Stange mit an, wächst 
bis zu einem Maximum , und nimmt dann wieder bis auf ab. Die Bewegung 
ist aber ungleichmäfsig, dergestalt, dafs das Maximum nicht in der Mitte liegt, 
vielmehr die Stange in der einen Hfilfle der auf den ganzen Weg verwen* 
deten Zeit mehr als die Hölfte des Weges und in der andern Hälfte der Zeit 
weniger als die Hälfte des Weges zurQcklegt. 

Diese Ungleichmäfsigkeit, welche bei manchen Maschinen Unzuträg- 
lichkeiten hat, wird vermindert, je mehr die Leitstange der Kurbel verlängert 
wird; sie wfirde ganz verschwinden, wenn die Leitstange unendlich lang 
werden könnte. 

Es werde nun die Aufgabe gestellt: eine Kurbel, fflr eine beliebige 
endliche Länge der Leitstange, so zu construiren, dafs sie eine vollkommen 
gleichmäfsige geradlinige Bewegung vermittelt; gleich derjenigen, welche bei 
Anwendung einer unendlich langen Leitstange entstehen wfirde. 

Die Betrachtung des analytischen Ausdrucks fOr die Kurbelbewegung 
hat mich zu einer einfachen Lösung dieses Problems geführt. 

Ist in (Taf. in. Fig. 1.) c€ = r der Halbmesser der Kurbel, ef=l die 
Länge der Leitstange und a'b' = 2r der ganze Weg, den die Stange fh bei 
einer halben Umdrehung der Axe zurückzulegen hat; ist ferner Q!fz=^u der 
einer Axendrehung hce^=^ip correspondirende Weg der Stange, so findet man 

u = r(l — cosy)-}-^^^ — r^siny^)--/. 
Fflr den Fall, dafs i=:oo oder die Leitstange unendlich lang wäre, hätte man : 
ii = r(l— cosy). 

Der Weg ^y» der einer Axendrehung = ti — <p correspondirt, ist 
= r(l-f-cos9))-f}/(r — r^ siny^) — /, und bezeichnet man mit ii' den Weg 
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Vg^ = 2r — €lg\ den die Stange beim Rflckwärlsgehen während einer Axen- 
drehung =9> zurQcklegen wflrde, so hat man 

ti' = r(l — cosy) — y'Cr — r*siny^) + /. 
Giebt man der Kurbel eine zweite Leitstange eg, von der gleichen Länge =/, 
aber entgegengesetzter Lage, so ist es offenbar, dafs bei einer Axendrehang = 9> 
der Punct g der zweiten Leitstange, in der Richtung der durch das Centrum 
der Kurjbei gehenden Senkrechten, den Weg ag = V^ = u! zurücklegen wird, 
wahrend der Punct /* der ersten Leitstange den Weg a^f=u zurQcklegt. 
Nun ergeben aber die Gleichungen, dars 

i(ii + ii') = r(l — cosy), 
d. h. das arithmetische Mittel der Wege von f und von g ist, gleich dem Wege, 
den die Stange bei der erzielten gleichmäfsigen Bewegung zurücklegen soU. 

Könnte man daher die Puncto f und g der beiden Leitstangen so ver- 
binden, dafs beide ihre eigenthflmlicbe Bewegung behielten, und könnte man 
bei dieser Verbindung den Angriffspunct der Stange so anbringen, dafs der 
Weg der Stange dem arithmetischen Mittel der von den Puncten f und g 
zurückgelegten Wege gleich sein müfste, so würde die Aufgabe gelöset sein. 

Beide Bedingungen werden aber ersichtlich durch ein verschiebbares 
Quadrat erfüllt, dessen oberste und unterste Winkelspitsen resp. mit den Puncten 
f und g verbunden werden, wahrend der Mittelpunct desselben zum Angriffs- 
pi^ict der Stange genommen wird. Die Verschiebbarkeit des Quadrats in ein 
gleichseitiges Parallelogramm gestattet nemlich die gleichseitige Bewegung der 
beiden Leitstangen, und der Weg, den der Mittelpunct zurücklegt, ist noth- 
wendig das arithmetische Mittel der Wege der beiden Winkelspitzen. 

Die Fig. 2. zeigt die Anordnung für den Fall, dafs die Kurbel frei 
aufserhalb des Stützpuncts der Axe liegt: für den Fall, dafs die Kurbel in 
einem Knie der Axe gehen soll, mufs das Gestänge gebrochen sein; so dafa 
es die Axe zwischen sich fassen kann. 

Es ist der Punct f der obern Leitstange mittels des Verbindungs- 
stücks fd' mit der obern Winkelspitze d' und der Punct g der untern Leit^ 
Stange mittels des VerbindongsstOcks gd mit der untern Winkelspitze d des 
Quadrats in Verbindung gesetzt; wobei es sich von selbst versteht, dafs die 
Verbindungsstücke ^rf' und gd durch Frictionsrollen, oder auf andre Weise, in 
lothrechter Stellung erhalten werden müssen. In dem Mittelpunct a des Quadrats 
ist der Angriffspunct der Stange et», welche alsdann die geforderte gleich- 
mBfsige Bewegung erhalt. 
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Um die Gröfse des Quadrats zu bestimmen, dient folgende Betrachtung. 

Die Entfernung der Puncte f und ff, welche bei 9 = und (p^=n ihren 
gröfsten Werth s= 2/ hat, ist am kleinsten bei ip=z^n und hat da den Werth 
= 2)^(/^— O; das Quadrat mufs daher um die Lange =2(/— y(r — O) sich 
strecken können. Ist nun d der kleinste Winkel, den die Seiten des Quadrats 
bei der stärksten Verschiebung mit einander bilden und a die LAnge der Seite, 
so ist die gröfste Streckung des Quadrats =2ii(cos^J--^sin|^} und man hat 
mithin cur Bestimmung der Seite a die Gleichung 

U = , , — TT* 

005^0 — 810^0 

Der Werth von d ist von technischen Rficksichten abhfingig; in der Zeichnung 
Fig. 2. ist d^= 60® vorausgesetzt und es ist mithin, da / = 2,3.r ist, n^sfr; 
nimmt man den Werth ^ = 45^ als sulfifslich an, so erhilt man fBr die 
Seite des Quadrats 11 = 0,444. r. 
Berlin, den 23. Harz 1850. 
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19. 

über das gröfste Product der Theile oder Sum- 
manden jeder Zahl. 

(Von dem Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 

W ird eine gegebene Zahl a in zwei beliebige Theile zerlegt, so ist 
bekanntlich das Product der Theile am gröfsten, wenn dieselben gleich sind. 

Eben so verhält es sich, wenn die Zahl a in 3, 4, 5, n Theile zerlegt 

wird. Da aber die hiebei entstehenden gröfsten Producte unter sich verschieden 
sind, so entsteht die Frage: „in wieviele gleiche Theile ^ oder in was für 
Theile die Zahl a zerlegt werden müese^ damit das Product derselben am 
allergröfsten ^ ein Maximum Maximorum, wer de? ^' 

Man findet leicht, dafs jeder Theil =e, d. h. gleich der Grundzahl der 

natürlichen Logarithmen, und somit die Anzahl der Theile = — sein mufs, 
SO dafs also das verlangte gröfste Product 

n 

e 

ist. Oder da ]/^e= 1,4446.. . ., so ist das gröfste Product der Sammanden 
jeder Zahl a _ ^^ ^^^g . . .)«. 

Wenn also xe=^yz=^a, so ist immer 



FOr a = l, wird x = — , und da man dabei auch 3^ = — annehmen 

kann, so hat man « « 

^e > y«, oder e* > z% 

d. h. jfWirdjede Zahl durch sieh selbst radicirt, so gewährt die Zahl e die 

allergröfste Wurzelf'' oder: JDieZahl e hat die Eigenschafl^ dafs sie, mii 

jeder andern Zahl z gegenseitig potenzirt, allemal die gröfsere Potenz giebV 

Verlangt man zwei Zahlen b und c^ ffir welche 

he 

^b = y'c, oder ** == c* 
sein soll, so ist die eine, etwa 6» kleiner und die ^andere c gröber als e; 
nAmlich b hat den Spielranm von e bis 1, wahrend c von e bis 00 wichst. 
Es giebt nur einen Fall, wo b und c ganze Zahlen sind^ nflmlich 2 und 4. 
Wenn d>c>ef so ist immer 

e ä 

ic > yrf, oder er > rf^ 
Berlin, im Mfirz 1850. 
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90. 

Über die Reduetion der positiven quadratischen 
Formen mit drei mibestimmten ganzen Zahlen. 

(YoD Herrn Prof. G. Lejeune Dirichlet zu- Berlin.) 

(Vorgetragen in der Sitzung der physikalisch- mathematischen Classe der Akademie 

am 31ten Juli 1848*}). 



Oekannllich bat Lagrange zuerst gezeigt, dafs jede bioäre quadra- 
tische Form reducirt, d. h. in eine andere äquivalente verwandelt werden kann, 
deren Coefficieuten gewisse UngleicbheilBbedingungen erffillea, und zugleich 
nachgewiesen, dafs in jeder Classe positiver Formen immer nur eine einzige 
solche Form existirt, so dafs. fflr diesen Fall die verschiedenen, einer gege*^ 
beneu Determinante entsprechenden reducirten Formen als die Repräsentanten 
der verschiedenen Classen dienen können. Nachdem später in den ^Disqui- 
sitiones arithmeticae'' die ternären Formen aus einem allgemeinen Gesichts- 
punct betrachtet worden waren, wurde es fflr die weitere Ausbildung dieser 
Theorie erforderlich, die von Lagrange für die positiven binaren Formen 
ausgeführte Untersuchung auf die ternören derselben Art auszudehnen, d. h. 
solche Ungleichheitsbedingungen zwischen den Coefficieuten aufzufinden, dafs 
dieselben in jeder Classe von einer und nur von einer Form erfüllt werden. 
Diese mit grofsen Schwierigkeiten verbundene Erweiterung ist von Seeber 
in einem speciell den positiven temaren Formen gewidmeten Werke geleistet 
worden, dessen Hauptinhalt sie ausmacht und welches Gmfs in einer höchst 
interessanten Anzeige *^) wie folgt characterisirt : „Dem Geiste der GrOndlich- 
„keit, womit diese Gegenstände (die Auflösung der Aufgabe nämlich, in jeder 
^Classe eine reducirte Form zu finden, und der Beweis, dafs es in jeder nur 
„eine giebt) durchgeführt sind, müssen wir volle Gerechtigkeit widerfahren 
„lassen, und wenn wir es dabei bedauern müssen, daß damit eine grofse und 



*) Von dieser Abhandlung ist bereits ein Auszug im Monatsbericht der Akademie 
ge^^eben worden, worhi das Princip dieser neuen Behandlung der Reduetion der positiven 
ternären Formen, die Betrachtung successiver Minima, angedeutet und der Beweis «ies 
ersten der beiden S^f&er'schen Resultate nach diesem Princip vollständig durchgeführt ist. 

""«) Cr eile' 8 Journal Band 20. pag. 312. 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 28 . 
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„vielleicht Afanchen abschreckende Weitidufligkeit verbunden gewesen ist, da die 
^Auflösung des Problems 41 SeileQ und der Beweis des Theorems 91 Seiten 
„einnimmt, so wollen wir dies doch keineswegs als einen Tadel angeschen 
„wissen. Wenn ein schwieriges Problem oder Theorem aufzulösen oder zu 
„beweisen vorliegt, so ist allezeit der erste und mit gebOhrendem Danke zn 
„erkennende Schritt, dafs überhaupt eine Auflösung oder ein Beweis gefunden 
„werde, und die Frage, ob dies nicht auf eine leichtere und einfachere Art 
„hätte geschehen können, bleibt so lange eine mfifsige, als die Möglichkeit nicht 
„zugleich durch die Thal entschieden wird. Wir halten es daher für unzeitig, 
„hier bei dieser Frage zu verweilen." 

Die grofse Complication der Seeber^schen Methode hat mich schon vor 
längerer Zeit zu dem Versuche gereizt, die Theorie der reducirten ternären 
Formen auf eine einfachere Weise zu begrönden. Indem ich jetzt det* Classe 
das Resultat meiner dahin gerichteten Bemühungen mitzutheilen mir erlaube, 
glaube ich im Interesse der Kürze, und wenn ich so sagen darf, der Durch- 
sichtigkeit der Darstellung, die geometrische Form beibehalten zu müssen, worin 
ich die Untersuchung geführt habe, der ich die merkwürdigen Beziehungen 
zu Grunde gelegt habe, welche zwischen den quadratischen Formen mit zwei 
oder drei Elementen und gewissen räumlichen Gebilden Statt finden. Ich be- 
ginne mit der Ausführung der schon von Guufs in der erwähnten Anzeige 
Aber diese Beziehungen gegebenen Andeutungen. 

§. 1. 
Die ternäre Form 

(1 .) ax" + by^ 4 cz' \ 2a' yz -f 2Vxz -{- 2c' yz = tp , 
in welcher wir x^ y, z als erstes, zweites, drittes Element betrachten^ beifst 
positiv, wenn cp für reelle Werthe dieser Elemente nie negativ wird; in einer 
solchen Form sind die CoSfficienten 

df b, c 
immer positiv, während die Coefficientenverbindungen 

(2.) a" — bc , b'^ - ac , c'^^ - ab , aa'^ + bb'^ + cc'^ - abc - 2a'b'c' = - O, 
deren letzte —D die Determinante der Form heifst, negativ sind*). Ver- 
möge dieser Bedingungen giebt es immer drei durch die Gleichungen 

, . «' V e 



*) Disquisit. arith. art. 271. 
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völlig bestimmte spitze oder stumpfe Winkel , aus denen eine dreikantige Ecke 
gebildet werden kann, da die hierzu erforderliche Bedingung 

cos^i-f cos'.^-f ^os^*'~2cosilcosucosy <C 1 

mit Dy>0 zusammenfällt. Da jedoch mit denselben Winkeln X^ fi, r zwei 
zu einander synanjetrische Ecken gebildet werden können, so wollen wir flber- 
einkommen, immer die von diesen beiden Ecken zu wählen, bei welcher die 
Kanten, wie sie diesen Winkeln der Reihe nach gegenflber liegen, in Bezug 
auf eine vom Scheitel nach dem Innern der Ecke gerichtete und als nach 
oben gehend gedachte Gerade einander von der iRechten . zur Linken folgen. 
Betrachten wir nun die drei Kanten als die positiven Axen eines Coordinaten- 
systems, so können wir den ganzen unendlichen Raum auf unsere Form be- 
ziehen, indem wir die Producte x^a^ y^by -z^c als die Coordinaten eines 
beliebigen Puncles desselben ansehen, und tp drückt dann das Quadrat der 
Entfernung dieses Punctes vom Scheitel aus, oder noch allgemeiner das Qua- 
drat der Entfernung zweier Puncto, deren gleichnamige Coordinaten jene Pro- 
ducte zu Differenzen haben. Bildet man jetzt mit drei neuen unbestimmten 
Elementen x\ y\ z' die linearen Ausdrficke 

(3.) X = ax'-\ßy'-^Yz\ y = a^x'J^ ßy^y'z\ z = a'V-f /3V+/'5^', 

wobei nur die eine Beschränkung Statt finden soll, dafs die aus den 9 Coöf- 
ficienten a, ß, ... gebildete Determinante 

(4.) afff + ßyW -f ya'ß" ~ yßW' - a^ß" - ßaY = E 

nicht Null ist, so geht (p in eine neue Form q>' über, in Bezug auf welche 
alles Entsprechende mit den accentuirten Buchstaben bezeichnet werden soll. 
Lafst man der neuen Form wieder einen unendlichen Raum entsprechen, so 
sind dadurch zwei unendliche Räume Punct für Punct auf einander bezogen, 
indem je zwei Puncto einander entsprechen, wenn in den Ausdrücken ihrer 
Coordinaten 

X|/a, y|/A, z^c: x'^a', y'iV^ z'^d 

die Elemente x, y^ z; x', y\ z' durch die Gleichungen (3.) mit einander ver- 
bunden sind. Sind die eben geschriebenen Ausdrücke die Coordinatendiffe- 
renzen für zwei Paare correspondirender Puncto, so finden offenbar noch 
dieselben Beziehungen zwischen x, y^ . . . Statt, woniua nach Obigem und 
wegen (f='(p^ sogleich folgt, dafs die Entfernung je zweier Puncto des einen 
Raumes der Entfernung der entsprechenden des andern gleich ist. 

28* 
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Die beiden panclweise auf einander bezogenen Rflume sind also ent- 
weder congruent oder symmetrisch, d. h. sie lassen sich, indem die Anfangs- 
puncte und 0' auf einander gelegt werden, in eine solche Lage bringen, dafs 
entweder jeder Punct auf seinen entsprechenden oder auf den Gegenpunct des 
letzteren fällt, wenn wir zur Abkürzung zwei Puncte desselben Raumes, die 
vom Anfangspuncte aus in gleicher Entfernung und entgegengesetzter Rich- 
tung liegen, Gegenpuncte nennen« Um zu entscheiden, welcher von diesen 
beiden Folien Statt findet, hat man in dem einen Räume vom Scheitel aus 

« 

nach drei beliebigen Pnncten Linien zu ziehen und dann zu untersuchen, ob 
die hn andern von seinem Scheitel aus nach den entsprechenden Puncten ge- 
zogenen Geraden etine abereinstimmende oder die entgegengesetzte Aufeinander- 
folge darbieten. Nimmt man z. B. im zweiten Räume die nach den Puncten 
mit den Coordinaten 

ya', 0, 0; 0, y*', 0; 0, 0, >V 

gezogenen Linien, so folgen diese, welche auf die positiven Axen des zwei- 
ten Raumes fallen, nach der oben getroffenen Übereinkunft einander von der 
Rechten zur Linken. FOr die entsprechenden Puncte im ersten Räume hat 
man die Coordinaten 

«yn', «7«'. «V«V ßyi^'> /^V*'. /5'7*V r}< rW^'> /W^'- 

Um auszumitteln, ob die nach diesen Puncten gerichteten Linien einander von 
der Rechten zur Linken, d. h. wie die Axen des ersten Raumes oder in um- 
gekehrter Ordnung folgen, kann man sich des bekannten oder wenigstens aus 
bekannten Eigenschaften leicht ableitbaren Satzes*) bedienen, nach welchem 
die nach den drei Puncten mit den Coordinaten 

I, 17, C; I', V, ?'/ nv", t" 

gezogenen Geraden dieselbe Aufeinanderfolge wie die Axen der §, rj, ^ oder 
die entgegengesetzten darbieten, je nachdem die aus den 9 Coordinaten ge- 
bildete Determinante, wenn man darin dem Gliede ^V^'' ^^^ positive Zeichen 
giebt, positiv oder negativ ist. Für unsern Fall wird diese Determinante 
JSy(a'6V); es findet also Congruenz oder Symmetrie Statt, je nachdem E 
positiv oder negativ ist. 

Bisher hatten die Elemente x, y, z beliebige Werthe. Lfifst man sie 
jetzt nur noch ganze Zahlen bedeuten, so haben wir statt des ganzen Ranmes 



*) Disq. gen. cir. superf. cur. auct. C. F. Gaufs. $. 1.. VII. 
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ein unendliches System parallelepipedisch geordneter Pnncte, d. h. ein Pancten- 
systeoi) welches durch die Durchschnitte dreier Reihen paralleler äquidistanter 
Ebenen gebildet wird. Nehmen wir nun noch an, dafs auch die Substitutions- 
cofifßcienten a, ß, . . . ganze Zahlen sind und £7 den Werth + 1 hat, so wird 
jeder ganzzahligen Verbindung x, y, z eine ganzzahlige Verbindung x\ y\ %^ 
und umgekehrt entsprechen. Die solcher Weise auf einander bezogenen paral- 
lelepipedischen Systeme können nach Obigem in solche Lage gebracht wer- 
den, dafs das eine entweder mit dem andern oder mit den Gegenpuncten des 
letzteren zusammenfällt. Beide Fälle sind jedoch nicht von einander ver- 
schieden, da die Gegenpuncte der Puncte eines solchen Systems wieder das- 
selbe System bilden, und dasselbe erhellt auch aus dem Umstände, dafs 9>' un- 
* geändert bleibt, wenn man a, ß, .,, mit entgegengesetzten Zeichen nimmt, 
wodurch E in —E übergeht. Die beiden Systeme sind also immer congruent 
und man sieht, dafs die, zwei äquivalenten ternaren Formen (p und (p' ent- 
sprechenden Systeme dasselbe räumliche Gebilde in zwei verschiedenen An- 
Ordnungen sind. Umgekehrt entsprechen irgend zwei verschiedenen parallel- 
epipedischen Anordnungen desselben Systems äquivalente Formen. Nimmt man 
nämlich irgend einen Punct des Systems zum gemeinschaftlichen Anfangspunct, 
so hat man zwischen den, auf die beiden Axensysteme bezöglichen Coordi- 
naten und also auch zwischen den ihnen proportionalen Elementen x^ yy z, 
^'f y\ ^^ lineare Gleichungen ohne constantes Glied, d. h. Gleichungen von 
der Form (3.), und da nach unserer Voraussetzung, wenn x^ y, z ganze 
Zahlen sind, auch x\ y\ z' dieselbe Eigenschaft haben mflssen und umgekehrt, 
so folgt, dafs a, ß,... ebenfalls ganze Zahlen sind und dafs E = ±i ist. 
Andrerseits hat man fflr zusammengehörige ganze Werthe der Elemente, (p = (p\ 
welche Gleichung daher auch identich Statt findet, w. z. b. w. 

Ähnliche Beziehungen finden zwischen einer positiven binären Form 

, lx'^'\'2mxy-\'ny^ 

und einem System parallelogrammatisch geordneter Puncte Statt. Nimmt man 
hier zwei unter dem durch die Gleichung cos = -77— bestimmten Winkel 6 

gegen einander geneigte Axen, indem man bei der Unterscheidung dieser 
Axen immer gleichförmig verfährt und z. B. die zweite links von der ersten 
wählt, nachdem eine bestimmte Seite der Ebene als die obere bezeichnet wor- 
den, und betrachtet x^l^ y^n als Coordinaten, so erhält man ein durch die 
quadratische Form völlig bestimmtes System von Pnncten, die als die Durch- 
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schnitte von zwei Reihen äqoidistanter Parallellimen betrachtet werden können. 
Findet dann zwischen zwei Formen die sogenannte eigentliche Äquivalenz Statt, 
so dafs ad — ßy in den Subslilutionsgleichungen x^^ax'-^ ßy, y = yx'-f <^y' 
der positiven Einheit gleich ist, so lassen sich die entsprechenden Systeme durch 
Bewegung in der ]Sbene zum Colncidiren bringen, wöhrend im andern Falle wo 
ad — ßy^==^ — 1, allgemein zu reden, eins der Systeme zu diesem Zweck um- 
gelegt werden mufs. 

Nachdem wir im Vorhergehenden den Zusammenhang zwischen den 
quadratischen Formen und gewissen geometrischen Gebilden festgestellt haben, 
sind einige weitere Eigenschaften dieser Gebilde zu entwickeln, wobei wir 
zur Abkürzung ein System parallelogrammalisch oder parallelepipedisch geord-i 
neter Puncto ein System zweiter oder dritter Ordnung, und eine unendliche 
Reihe äquidistanter Puncto in gerader Linie ein System erster Ordnung nen- 
nen werden. 

Der gemeinsame Character aller drei Gattungen von Systemen besteht 
offenbar darin, dafs^ wenn ein solches System durch eine Bewegung ohne 
Drehung, die wir eine Verschiebung nennen wollen, so in eine andere Lage 
gebracht wird, dafs ein Punct desselben in die anfänglich von einem andern 
eingenommene Stelle fibergebt, dasselbe fOr alle Puncto Statt findet, so dafs 
das System in seiner neuen Lage mit dem System in der ursprünglichen Lage 
vollständig colncidirt. Es läfst sich leicht nachweisen , dafs die eben be- 
sprochene Verschiebbarkeit alle drei Gattungen von Systemen voUstfindig cbarac- 
terisirt, und dafs ein mit diesem Character begabtes System, wenn es in einer 
Geraden liegt und zwei Puncto enthält, wenn es in einer Ebene liegt und 
drei nicht einer Geraden liegende Puncto enthält, so wie endlich ein System, 
welches wenigstens vier nicht in einer Ebene befindliche Puncto enthält^ 
respective ein System erster^ zweiter oder dritter Ordnung sein wird. 

Hat man z. B. ein System von Puncten, die sämmtlich in derselben 
Geraden liegen, und sind a und a' zwei benachbarte Puncto desselben, so 
wird durch eine Verschiebung, wodurch a nach n' gelangt, // nach a!' gelan- 
gen, wo a'a!'=^aa'; der von n' eben so weit entfernte Punct a'\ als a! selbst 
von a entfernt ist, gehört daher ebenfalls zum System und dasselbe hat keinen 
PoDct zwischen a' und a!\ da ein solcher vor der Bewegung zwischen a und 
(^ gewesen wäre. Da sich diese Betrachtung nach beiden Seiten ins Unbe- 
stimmte fortsetzen lälst, so ist die Behauptung bewiesen. 
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Es seien jetzt in einem ebenen Systeme mit dem Character der Yer* 
scbiebbarkeit zwei benachbarte Puncte a nnd a\ so dafs in der Linie aa' 
zwischen a und a' kein Punct des Systems sich befindet. Da durch die 
Verschiebung von a nach a\ die unendliche Gerade aa' sich in sich selbst 
fortbewegt, so folgt, dafs sfimmtliche Puncte des Systems in dieser Gera- 
den, ein System erster Ordnung .."a'aaa'a".. bilden. Da nun das System 
nach der Voraussetzung. noch wenigstens einen Punct aufserhalb dieser Ge^ 
raden hat, so sei b einer der dieser Geraden nächsten Puncte. Tritt jetzt 
eine Verschiebung ein, wodurch a nach b gelangt, so ^eht das System erster 
Ordnung in die neue Lage . /'b'bbb'V' . . über und gehört in dieser, dem 
ursprünglichen Systeme an, und zugleich ist klar, dafs weder zwischen den 
Puncten . . "b, 'ä, ä, b\ //' . . noch zwischen den Geraden . . 'bbb' . ., . . 'aaa . . 
sich ein Punct des Systems befinden kann. Schliefst man so fort, so sieht 
man. dafs das gesammle System parallelogrammatisch angeordnet werden kann, 
und dafs man aa'b'b zu einem Grundparallelogramm desselben wählen kann. 
Wir fögen noch hinzu, dafs durch die angegebene Construction ofi^enbar alle 
parallelogrammatischen Anordnungen, deren das System fähig ist, erhalten 
werden können. Es folgt dies daraus, dafs die Wahl von a' bis auf die 
offenbar nothwendige Beschränkung, dafs zwischen a und // kein Punct liege, 
beliebig ist, und dafs dann b in der nächsten Parallellinie beliebig angenom- 
men werden kann. 

• 

Hat man endlich ein System mit dem Character der Verschiebbarkeit, 
welches wenigstens vier nicht in derselben Ebene liegende Puncte enthält, so 
lege man durch irgend drei nicht in einer Geraden liegende Puncte desselben 
eine Ebene. Da durch jede parallel mit dieser Ebene bewirkte Verschiebung 
diese sich in sich selbst bewegt, so bilden nach dem Vorigen die in dieser 
befindlichen Puncte ein System der zweiten Ordnung. Nachdem man dieses 
auf irgend eine Art parallelogrammatisch abgetheilt hat, nehme man einen der 
Obrigen Puncte des räumlichen Systems, welche der Ebene am nächsten liegen, 
und ertheile dem System eine Verschiebung, durch welche ein beliebiger Punct 
in der Ebene nach dem schon aufserhalb derselben gewählten Puncte gelangt. 
Durch wiederholte Anwendung derselben und der dieser entgegengesetzten Be- 
wegung erhält man offenbar eine parallelepipedische Anordnung des gegebenen • 
Systems und zugleich ist klar, dafs die angegebene Constructon die gehörige 
Allgemeinheit hat, da die Wahl der ersten Ebene, die Anordnung des Systems 
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zweiler Ordnung in dieser und endlich die Wahl des Ponctes io der nftcbsten 
Ebene nach Beliehen geschehen kann. 

Zum Scfalufs dieses Paragraphen wollen wir noch zeigen, dafs, wie 
man dasaelhe Syslem zweiter oder dritter Ordnung auch abtfaeile, das der 
jedesmaligen Abibeilung zu Grunde liegende Parallelogramm oder Parallel- 
epipedum immer denselben Inhalt behält, was die geometrische Bedeutung des 
Satzes ist, dars fiquivalenle Formen gleiche Deiermi[^anten haben. Denkt man 
sich nfirolicb in der Ebene eines Systems zweiter Ordnung eine in sich zu- 
r&ckkehrende Linie, Z..B. eine Kreislinie, bezeichnet mit z den von ihr ein- 
geschlossenen FIfichenraum und mit « die Anzahl der Puncle im Innern der 
Linie« wobei es gleichgültig ist, ob man die Puncle auf dem Umfang mitzählen 
will oder nicht, so hat offenbar der Quotient — bei wachsendem Raditis den 
Inhalt eines 6nindparallelogr8mro| zur Grenze, woraus, da « und z von der 
Art der Anordnung des Systems unabhängig sind, der Salz fflr Systeme, 
zweiler Ordnung erhellt. Ganz auf dieselbe Weise folgt die Richtigkeit der 
Behauptung fttr röumtiche Systeme. 

§. 3. . 

Wir wollen jetzt zeigen, dafs «in System zweiter Ordnung sich immer 
nach einem Grundparallelogramm abtheilen Ififst, dessen Seilen nicht gröfser 
sind als seine 'Diagonalen. 

I. Es sei o ein beliebiger Punct 
des Systems. Die Qbrigen Puncte desselben 
liegen immer paarweise in gleicher Ent- 
fernung und entgegengesetzter Richtung 
von o. Es sei nun p einer der Puncte 
des Paares, fflr welches die Entfernung 
~^ — ' ^^ von o kleiner als für jedes andere Paar 

ist. Findet dieselbe kürzeste Entfernung fOr mehr als ein Paar Statt, so wähle 
man p nach Belieben in einem derselben; Das gegebene Syslem besteht aus 
einer unendlichen Anzahl unter einander congruenter und äquidistanter Systeme 
erster Ordnung, deren eines dasjenige ist, wozu o und ;* gehören. In einem 
der beiden diesem letzteren benachbarten nehme man den Ponct y, welcher 
o am nächsten ist, oder, falls dieselbe kürzeste Entfernung für zwei Puncte 
Statt finden sollte, einen derselben nach Beliehen. Das so erhaltene Parallelo- 
gramm pogr bat die verlangten Eigenschaften, da nach der ConslructioD 
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op^og^ oq^or, oq^oe == pq. Ein Grundparallelogramm, welches diese 
Bedingungen erfflllt, soll fortan ein redncirtes beifsen. 

II. Wir haben jetzt die Beziehungen zwischen einem solchen Paralielo*- 
gramm and dem ebenen System, dem es angehört, festzustellen. Ist poqr ein 
reducirtes Parallelogramm, so können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
den Winkel poq als nicht stampf voraussetzen, da im efhigegengesetzten Falle der 
Winkel bei o für das anliegende zu derselben Anordnung gehörige Parallelo- 
gramm ein spitzer ist, und eben so können wir op^oq annehmen. Als- 
dann ist offenbar or^oq, und wir haben nur noch die Bedingung pg >oq 
zu berflcksichtigen. Dies vorausgesetzt und wenn wir zur Abkürzung op ==: \lf 
oq:=yn setzen, so dafs also /^n, läfst sich die Beziehung unseres Parallelo- 
gramms zum gesammten Punctensystem dahin aussprechen, dafs das Minimum 
der Entfernung irgend eines Punctes des Systems von o , == y^/j und dafs, 
nachdem man einen Punct in dieser Entfernung gewählt, in allen noch übrigen 
Richtungen, d. h. aufserhalb der von o nach dem ersteren gezogenen Geraden, 
das zweite Minimum = }/n ist. Das eben Gesagte gilt ganz allgemein , was 
wir jetzt hinzufflgen, dafs nämlich das erste Minimum nur ffir den Punct p 
(wenn wir von zwei Gegenpuncten immer nur einen erwähnen), das zweite 
nur fOr q Statt findet, mit folgenden Ausnahmen: 

l^ Ist op<ioq^ oq=ipqz=zos, so findet das erste Minimum nur für pj 
das zweite fOr q oder e Statt. 

2*. Ist op^^oq, oq<Zpq=^08, so sind die Minima gleich und man kann 
p and q mit einander vertauschen. 

3^ Ist endlich op=^oq=pq=^os^ so kann man einen der Poncte p, q, s 
als ersten Punct, und dann einen der flbrigen als zweiten wählen. 

(Im das eben Behauptete zu beweisen, haben wir offenbar, da Gegenpuncte 
immer gleich weit von o entfernt sind^ nur zu zeigen, dafs q näher bei o 
liegt, l*". als alle übrigen Puncte in der Geraden eqr, mit Ansnahme des 
Punctes s, dessen Entfernung von o, nach der Voraussetzung = os=^pg>oq, 
and 2"". als alle Puncte der folgenden Parallellinien. 

Da pq^op, pq^oq, and Winkel poq nicht stumpf ist, so hat das 
Dreieck opq und also auch das mit ihm congruente oqs keinen stampfen 
Winkel; es fällt daher das von o auf qe herabgelassene Perpendikel zwischen 
s and q (incl.), womit der erste Punct erledigt isL 

Creli«*8 JoQmal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 29 
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Setzt man oospoq = -jT^^ wo also m nicht negativ ist, so hat man 

pq =^l'-2m-\-n'^oq =n, und folglich 2iw^/, 2w^», 4wi^^/ii. Setzt 
man noch das Quadrat der Höhe unseres Parallelogramms (pp = ]// als Grund- 

r 

linie betrachtet) = k, so erhält man fQr das Quadrat J seines Inhalts, 
J z=z Ik = In — fn'^^lln, und folglich y^k^ 1}^(3»). Hiernach ist schon die 
zweite Parallellinie wenigstens um |/(3ii) = oy}/3 entfernt, und auch der zweite 
Punct bewiesen. 

III. Da die successiven Minima ^l, ^n durch das System an sich und 
unabhängig von jeder bestimmten Anordnung desselben bestimmt sind, und 
andrerseits, wie wir so eben gesehen haben, der Gröfse nach mit den Seiten 
des reducirten Parallelogramms übereinstimmen, so sieht man, dafs, wenn 
das System verschiedene Anordnungen dieser Art gestattet, die Seiten der 
reducirten Parallelogramme immer die Werthe }// und ]/n behalten werden. 
Man wird daher nothwendig alle möglichen Grundparallelogramme erhalten, 
wenn man von o aus nach allen nächsten Puncten (immer mit Audschlufs 
der Gegenpuncte) Linien zieht, und dann in einer der jedesmaligen nächsten 
Parallellinien den nächsten oder die beiden nächsten Puncto nimmt.» und da nach 
dem so eben (II.) Bewiesenen, dieser nächste oder diese nächsten Puncto 
näher bei o liegen als alle Puncto der folgenden Parallellinien, so kann man 
von der Bedingung absehen, dafs die zweiten Puncto in der ersten Parallel- 
linie zu nehmen sind. Es werden sich daher alle möglichen Anordnungen 
des Systems ergeben, wenn man o nacheinander mit allen Punctenpaaren ver- 
bindet, für welche die successiven Minima Statt finden, woraus mit Berück- 
sichtigung von (II.) sogleich folgt, dafs es im Allgemeinen und in dem zweiten 
der dort erwähnten singulären Fälle nur eine solche Anordnung, im ersten 
und dritten Ausnahmefalle dagegen resp. zwei und drei Anordnungen des 
Systems giebt. 

In unsern jetzigen Zeichen entsprechen die eben erwähnten singulären 
Fälle den Voraussetzungen 2fn = l <in, 2m<C' = w, 2iii=:/=:w. 



§. 4. 

Wir haben bisher nur Eigenschaften der geometrischen Gebilde behandelt, 

welche als die constructive Repräsentation bekannter Sätze aus der Theorie 

der Formen anzusehen und schon in dem in der Einleitung angeführten Aufsatz 

angedeutet sind. Es ist jetzt noch eine Aufgabe anderer Art zu lösen, die 
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Aufgabe nämlich, wenn ein System zweiler Ordnung* gegeben und ein be- 
stimmter Pnnct o desselben bezeichnet ist, den Theil der Ebene zu bestimmen, 
innerhalb dessen jeder Punct nfiher bei o als bei irgend einem andern Pnncte 
des Systems liegt. Da die Bedingung, dafs ein Punct nicht weiter von o als 
von einem andern v liege, darin besteht, dafs der Punct mit o auf derselben 
Seite des in der Mitte von ov errichteten Perpendikels sich befinde, so wer- 
den wir also o mit allen Qbrigen Puncten des Systems zu combiniren und das 
von allen entsprechenden Perpendikeln gebildete convexe Vieleck zu con- 
struiren haben. Aber von diesen Perpendikeln in unendlicher Anzahl kommt 
nur eine beschränkte Anzahl in Betracht, indem die übrigen das durch diese 
bestimmte Vieleck nicht treffen. Wir behalten alle obigen Annahmen bei, so 
dafs also in dem reducirten Parallelogramm poq, op^oq, der Winkel poq 
nicht stumpf und opq, oqp spitz sind. Dies vorausgesetzt, ist leicht zu be- 
weisen, dafs man nur die 6 Eckpuncte p, q^ s, p\ q\ s' der vier in o zu- 
sammenstofsenden Parallelogramme zu berücksichligen hat, und dafs selbst die 
s und y entsprechenden Perpendikel die zu bildende Figur in dem besondern 
Falle, wenn poq ein rechter ist, nur streifen, wo dann aber dasselbe von 
den r und r' entsprechenden Perpendikeln geschieht. Zieht man die Geraden 
pq, OS, p^q\ os\ so erhält man die 6 congruenten Dreiecke 

poq^ qoSf söp\ p'oq\ q^os\ s'op. 

Berücksichtigt man nur die Puncto py q, s^ p\ q\ s\ so hat man in den Mitten 
der von o nach diesen gehenden Geraden Perpendikel zu errichten, d. h. die- 
selbe Construction zu machen, als wenn man für die genannten Dreiecke die 
Mittelpuncte der umschriebenen Kreise finden wollte. Da in den Dreiecken 
kein stumpfer Winkel vorkommt, so werden sich je zwei aufeinanderfolgende 
Perpendikel nicht aufserhalb des entsprechenden Dreiecks schneiden. Man erhält 
so das Sechseck aftya'ß^y mit dem Mitlelpunct o und gleichen gegenüberliegenden 
Winkeln und Seiten als den Raum innerhalb dessen jeder Punct weniger weit 
von o entfernt ist, als von einem der Puncto p, q, s^ p\ q\ s\ und überzeugt 
sich leicht, dafs mit Ausnahme von r und r\ die den übrigen entsprechenden 
Perpendikel unser Sechseck nicht treffen, bei welchem Nachweis man sich 
wegen der Symmetrie auf die Puncto in und über pop^ beschränken kann. 
Für die Puncto in pop^ ist dies klar, für die andern wird es daraus erhellen, 
dafs ihre Entfernung von o gröfser ist als der Durchmesser des um das Sechs- 
eck beschriebenen Kreises. Nennt man das Quadrat seines Radius (>, so hat 

29 ♦ 



220 £0« Lejeune Diriehlei, über äie Redueticn der posii. quadrat Farmen. 
man 4(>= ^ — m-f-n) ^ woraus wegen 2jn</, 2wi^n, J>iln, folgt 



4(^^|(/— 2m-f n)^f li* Da nun fOr die Pancte der zweiten und der fol- 
genden Parallellinien, wie schon bemerkt, das Quadrat ihrer Entfernung von o 
wenigstens 3n beträgt, so bleiben blofs noch die Puncto in csqr, aufser «, f, r xu 
betrachten. Von allen diesen ist aber keiner näher bei o als l, fQr den das Qua- 
drat der Entfernung =4/— 4m-f^>>4^, wie man sogleich sieht, wenn man 
mit J multiplicirt und dann 2m^l^n berQcksicbtigt. Was den Punct r be- 
trifft, so aberzeugt man sich auf dieselbe Weise, dafs das Quadrat seiner Ent- 
fernung von o, /4-2»i'|-it>>4(), den einzigen Fall ausgenommen, woin==0, 
in welchem das entsprechende Perpendikel streift. Es ist also bewiesen, 
dafs jeder Punct im Innern des Sechsecks aßya'ß'y und nur ein solcher 
dem Puncto o niher liegt, als irgend einem andern des Systems. Auf jeder 
Seite wird die Entfernung von o der Entfernung von einem zweiten Puncte 
gleich, welcher z. B. fOr aß der Punct q ist, und jeder Eckpuncl der Figur 
ist in gleicher Entfernung von o und noch zwei andern Puncten des Systems, 
welche letztere Aussage nur in dem besondern Falle eine Modification erleidet, 
wenn der Winkel poq ein rechter ist; alsdann fallen/? und y, ß' und / zu- 
sammen, und das Sechseck wird zu einem Rechteck, dessen Ecken von o und 
noch 3 andern Puncten des Systems gleich weit entfernt sind. 

Es versteht sich von selbst, dafs man immer dasselbe Sechseck erhalten 
wird, welches reducirte Parallelogramm man auch in den singularen Fallen, 
wo mehr als eines existirt, der Construction zu Grunde lege, so wie auch, 
dafs die allen Puncten des Systems entsprechenden Sechs- oder Vierecke 
congruent sind und die ganze Ebene desselben bedecken. 

Wir bemerken noch, dafs wie man sich leicht aberzeugt, der Ausdruck 
P = — T7i -ir-^9 wenn man darin« / und n oonstant voraussetzend, m von 

^ 4(/« — mr) ' ' 

Null bis zu seiner Grenze |/ wachsen läfst, ^nimmt, so dafs also> 

(1.) 9 ^iC+n)^*»- 
Auch findet noch die folgende Ungleichheit Statt: 

(2.) 2J(n-Q) ^ //!% 

deren Richtigkeit sogleich erhellt, wenn man mit 2 multiplicirt, alles auf eine 
Seite bringt, und dann J^^^ln — m^^AJ(f = tn(l—2m-\-n) einsetzt, wodurch 
sie in ln{t — 2m)'^2mn{n — 1)^0 Obergeht 
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§. 5. 
Wir komiDen nun xn unserm eigentlichen Gegenstande, und haben 
nachzuweisen, dafs sich jedes System dritter Ordnung nach einem Paraliel- 
epipedum anordnen Iflfst, dessen Flächea reducirte Parallelogramme sind, und 
dessen Kanten, von denen immer je vier einander gleich sind^ seine Diago- 
nalen nicht flbertreffen. Nachdem man einen beliebigen Pnnct (0) des Systems 

« 

fixirt hat, wähle man in dem Paare von Gegenpuncten , Für welche die Ent- 
fernung von (0) ein Minimum ist, oder wenn das Minimum der Entfernung fflr 
mehrere Paare Statt findet, nach Belieben in einem dieser Paare einen Puncl (1). 
Von allen Puncten aufserhalb der Geraden (Ol) wfthle man wieder einen der 
beiden nächsten (2), wobei wieder die Wahl unter verschiedenen Paaren, 
fflr die dieselbe kürzeste Entfernung Statt findet, nach Belieben geschehen kann. 
Da im gansen System mit Ausnahme der Puncto in (Ol) kein Punct nfiher bei 
(0) liegt als (2), so gilt dasselbe auch von der Ebene (102) und fflr das in 
dieser enthaltene System ist (102) ein reducirtes Parallelogramm (§. 3, III.)- 
Nimmt man nun in einer der beiden nftchsten Parallelebenen den bei (0) nächsten 
Punct oder einen der nächsten, wenn das Minimum fflr mehr als einen Statt 
findet, und verbindet (0) mit dem gewählten Punct (3), so wird das Parallel- 
epipedum unter den Kanten (Ol), (03), (03), wie leicht su sehen, der For- 
derung genflgen. Zunächst folgt aus der Construction (Ol) < (02) < (03). 
Da fflr die Grundflächen des Parallelepipedum (als solche werden wir immer 
diejenigen einander gegenflberliegenden Flflchen bezeichnen, in denen die 
b^den die dritte an Gröfse nicht flbertreffenden Kanten verkommen, und die 
Benennung Seitenflächen auf die vier flbrlgen anwenden) schon bewiesen ist, 
dafs sie reducirte sind, so haben wir vermöge der eben bemerkten doppelten 
Ungleichheit, nur noch zu zeigen, dafs die 4 Diagonalen der Seitenflächen , so 
wie die 4 Diagonalen des Körpers nicht kleiner als (03) sind. Nun stimmen 
aber die 8 genannten Diagonalen, wie man sogleich sieht, der Gröfse nach 
mit den 8 Verbindungslinien flberein, welche von (0) nach den in der Ebene 
der obern Grundfläche um (3) herumliegenden 8 Pnncten gezogen werden 
können, wenn wir so der Bequemlichkeit wegen die 8 Eckpuncte der in (3) 
zusammenstofsenden 4 Parallelogramme bezeichnen« Dafs aber von den ge- 
nannten Verbindungslinien keine kleiner als (03) ist, folgt aus der Bedingung, 
nach welcher (3) gewählt worden ist. 

Nachdem wir uns flberzeugt haben, dafs ein System dritter Ordnung 
immer nach einem reducirten Parallelepipedum abgelheiit werden kann, haben 
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wir nun die Beziehungen zwischen einem solchen und dem System festzustellen 
und namentlich die Entfernungen der Pnncte des Systems von (0) mit ein- 
ander zu vergleichen. Wir setzen (01) = )/ii, (02) = ]/6, (03)'= y^, und 
halten immer die Voraussetzung a^b^c fest. 

I"". In der Ebene der Grundfläche finden die oben (§. 3, IL) be- 
sprochenen Verhältnisse Statt, so dafs also die successiven Minima der Ent- 
fernung der Gröfse nach hier immer y^n, ^b sind, wobei dann in den dort 
erwähnten singulären Fällen eine Willkfir in der Wahl der Puncto Statt findet. 

2^ Betrachten wir. jetzt die Puncto aufserhalb der Ebene der unteren 
Grundfläche und zwar zunächst die in der Ebene der obern Grundfläche. Da 
nach der Voraussetzung, dafs unser Parallolepipeduro ein reducirtes ist, die 
Linie (03) nicht gröfser ist als eine der von (0) nach den 8 um (3) herum- 
liegenden Puncten gezogenen Geraden, so wird also der Fufspunct des von (0) 
auf die Ebene der obern Grundfläche herabgelassenen Perpendikels nicht weiter 
von (3) als von einem der genannten 8 Puncto entfernt sein. Dieser Fufspunct 
fällt also nicht aufserhalb des im vorigen Paragraphen construirten zu (3) ge- 
hörigen Sechs- oder Vierecks. Von jenen 8 Puncten kann ausnahmsweise 
einer, wenn der Fufspunct auf eine Seite fAllt, oder können zwei (drei, wenn 
das Vieleck ein Rechteck wird), wenn er mit einem Eckpunct zusammenfällt, 
dem Fufspunct eben so nahe liegen, als der Punct (3), während alle Obrigen 
Puncto der Ebene von demselben entfernter sind. Es folgt daraus, dafs die 
kürzeste Entfernung von (0) nach einem Puncto in der obern Grundfläche ^c 
beträgt, im Allgemeinen nur fflr (3) gilt, aber ausnahmsweise noch fflr einen, 
zwei oder gar drei andere Puncto Statt finden kann. 

3^ Für die Betrachtung der folgenden Parallelebenen haben wir eine 
Grenze fflr das Quadrat h des schon erwähnten Perpendikels zu bestimmen. 
Da der Fufspunct desselben nicht aufserhalb des zu (3) gehörigen Sechsecks 
fällt, so hat man A^c — q^ wenn q das Quadrat des Radius des umge- 
schriebenen Kreises bezeichnet. Nun ist aber auch nach (§. 4.) g<ib^ |c> 
folglich A^^c. Da mithin schon die zweite Parallelebene wenigstens um ^{2c) 
entfernt ist, so giebt es über der obern Grundfläche nur Puncto, deren Ent- 
fernung von (0) gröfser als -^c ist 

Fafst man das Gesagte zusammen, so sieht man, dafs das Minimum der 
Entfernung fflr das ganze System den Werth -^a hat, dafs, nachdem ein Punct. 
in dieser Entfernung gewählt isi, das Minimum in den noch flbrigen Richtungen, 
)/6 beträgt und dafs endlich, nachdem auch der zweite Punct fixirt worden, fflr 
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alle Pancte aufserhalb der Ebene, welche durch (0) und die beiden ersten Puncto 
bestimmt wird, die kleinste Entfernung von (0) sich auf -^e reducirt. Sind aber 
auch die successiven Minima ^ä, -^b, ^c, der Gröfse nach immer völlig bestimmt, 
so gilt dasselbe in örtlicher Beziehung nicht ohne einige leicht aufzuzählende 
Ausnahmen. Ist z. B. a^b, b <Cc, so sind die beiden ersten Puncto in der 
untern Grundflache zu wählen , wobei die in (§. 3. IL) erwähnten singulären 
Fälle Statt finden können, während der dritte Puncl in der obern Grundfläche 
liegt, dort im Allgemeinen eine bestimmte Lage hat, in singulären Fällen je- 
doch zwei, drei oder vier verschiedene Stellen einnehmen kann. Eben so 
leicht übersiebt man, welche Varietäten in den beiden andern Fällen, wo 
Ä <C A = c, oder a = b=zc, eintreten können. 

Da aus der Voraussetzung eines reducirten Parallelepipedum mit den 
Kanten j/n ^^^^ i^, die Längen dieser Kanten sich als die successiven 
Minima des Systems ergeben haben, so folgt sogleich, dafs, wenn mehrere 
reducirte Parallelepipeda existiren, nach welchen das System angeordnet wer- 
den kann, diese hinsichtlich der Länge ihrer Kanten alle unter einander Qb^r- 
einstimmen werden, und es läfst sich auch leicht zeigen, dafs drei von (0) nach 
Puncten des Systems gerichtete Linien von den Längen ]/a/ ^b, ^c, wenn sie nur 
nicht in einer Ebene liegen, immer die Kanten eines reducirten Parallelepipe- 
dum sind. Es bedarf dazu nur der einfachen schon in einem ähnlichen Falle 
(§. 3. III.) angewandten Betrachtung. Da hiernach sämmtliche reducirte Paral- 
lelepipeda des Systems erhalten werden, wenn man die successiven Minima 
auf alle möglichen Arten construirt, so erhellt, dafs, wenn dies nur auf eine 
Weise geschehen kann, wohin wir auch den Fall rechnen, wo bei der Gleich- 
heit von zweien der Gröfsen ^a^ ^h^ ]/c, oder bei der Gleichheit von allen 
dreien, die drei Linien örtlich völlig bestimmt sind und nur eine Vertauschung 
zwischen zweien oder allen dreien Statt finden kann, das räumliche System 
nur eine Anordnung nach einem reducirten Parallelepipedum zuläfst. In allen 
andern Fällen giebt es mehrere solche Anordnungen, denen Parallelepipeda zu 
Grunde liegen, die entweder alle von einander verschieden, oder zum Theil 
oder sogar alle unter einander congruent sein können. (Ähnlicher Weise 
waren in den zwei oben erwähnten singulären Fällen eines Systems zweiter 
Ordnung, die den zwei oder drei verschiedenen Anordnungen zu Grunde lie- 
genden reducirten Parallelogramme unter einander congruent.) 

Zur Entscheidung der Frage, ob ein System dritter Ordnung nur eine 
einzige oder mehr, als eine Anordnung nach einem reducirten Parallelepipedum 
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gestatiets wird es somit nar der Kenntnifii einer einsigen Anordnung des 
Systems bedürfen nnd der erste Fall wird immer und ausschliefslicti dann Statt 
finden, wenn das durcli diese Anordnung gegebene reducirte Parallelepipedum 
von solcher Beschaffenheit ist, dafs alle Linien, welche von anderen nicht fiber- 
troffen werden dfirfen, diese wirklich abertreffen, d. b. wenn alle Diagonalen 
der Flächen gröfser als die Seiten derselben, und eben so alle Diagonalen des 
Parallelepipedum gröfser als die Kanten des Körpers sind. 

S. 6. 
Indem wir jetzt die Resultate des vorigen Paragraphen auf die ternArea 
Formen übertragen, soll der Gleichförmigkeit wegen und zur Vermeidung un- 
nützer Unterscheidungen vorausgesetzt werden, dafs man jeder ternfiren Form 

(1.) ax''\^bf^cz''\'2aryz'\-2b'xz^2c'xy 

durch Vertauschung oder Zeichenanderung der unbestimmten Elemente, wodurch 
die Form nicht aufhört derselben Classe anzugehören, eine solche Gestalt 
gegeben habe, dafs erstens a^b^Cf zweitens unter den Coöf&cienten a'^ 
b\ c\ wenn sie nicht alle drei von Null verschieden und negativ sind, keiner 
das negative Zeichen habe, und dafs endlich drittens, wenn 6 = c, abgesehen 
vom Zeichen d nicht gröfser als b\ wenn a=^b, V nicht gröfser als a\ und 
wenn endlich ii = 6 = c, weder c' gröfser als b\ noch V gröfser als a* sei. 
Wie leicht zu sehen, läfst sich diesen Bedingungen immer nur auf eine Weise 
genügen, und die Einführung derselben gewährt den Vortheil, dafs, wie schon 
ohne diese Bedingungen jeder ternAren Form ein völlig bestimmtes Parallel- 
epipedum entspricht, nun auch zu jedem Parallelepipedum ein analytischer 
Ausdruck gehört, dessen Coöfficienten auch hinsichtlich ihrer Aufeinanderfolge 
und ihrer Zeichen völlig bestimmt sind. Dies vorausgesetzt, nennen wir die 
Form(l.), in der also a'^b^c^ eine reducirte, wenn sie einem reducirten 
Parallelepipedum entspricht. Da die Diagonalen der Fliehen nicht kleiner als 
die Seiten derselben sein dürfen, so hat man 

a + 2c'-f * ^ *, a±2*'-f-c ^ c, *±2fl'-f c ^ c. 

Setzt man a= — 1, wenn a!^ b\ c* alle drei negativ sind, sonst a = l, so 
sind diese Bedingungen gleichbedeutend mit 

(2.) a^2c'flr, a^2Va, * ^ 2a'a, 

und nur, wenn das Gleichheitszeichen Statt findet, wird in dem entsprechenden 
Paranelogramm die eine der Diagonalen einer Seite gleich sein. Die Bedingungen 
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hinsichtlich der Diagonalen des Parallelepipedani ergeben 

wo die Zeichen in J=+l, €==+1, beliebig sind. Betrachtet man zunächst 
den Fall, wo keiner der CoSfGcienten a\ b\ d negativ ist, und berflcksichtigt 
die vier Zeichencombinationen, so wie dafs wenn a = 6, V -^ol ist, so sieht 
man sogleich, dafs unsere Ungleichheit vermöge der schon erhaltenen Be- 
dingungen immer von selbst erfüllt ist, und dals der Grenzfall des Gleich- 
heitszeichens, worin die Diagonale der Kante y^c gleich wird, nur einmal und 
nur dann eintreten kann, wenn eine der Gröfsen h\ d Null ist und zugleich 
die der andern so wie die cl entsprechende Bedingung (2.) ebenfalls den 
Grenzfall der Gleichheit darbietet. Sind q\ h\ c' negativ, so ist unsere Un- 
gleichheit immer und zwar so erfOllt, dafs der Grenzfall nicht Statt finden kann, 
aufser wenn J = e==l, so dafs also die neue Bedingung 

(3.) ö + * + 2fl'-f2*'-f-2c'^0 

aufzustellen ist, wo wieder das untere Zeichen sich auf das Gleich werden 
einer Diagonale mit der Kante y^c bezieht. 

Sind die eben entwickelten Bedingungen (2.) und, wenn a', h\ c' negativ 
sind, flberdies (3.) so erfQllt, dafs in keiner der Ungleichheiten der Grenzfall der 
Gleichheit Statt findet, so wird es in der Classe, wozu die Form gehört, nicht 
noch eine z^veite von dieser verschiedene mit oder ohne Gleichheitszeichen 
in den Definitionsbedingungen geben, da nach dem am Ende des vorigen Pa- 
ragraphen Bemerkten das entprechende Punctensystem nur nach einem redu- 
cirten Parallelepipedum abgetheill werden kann. Anders verbllt sich die Sache, 
wenn nicht in allen Bedingungen die obern Zeichen Statt finden; es können 
alsdann in derselben Classe mehrere reducirte Formen vorkommen, die sich 
dann aus einer gegebenen ableiten lassen. Es wird genflgen, dies för einen 
Hanptfall zu zeigen. Wir wählen dazu den Fall wo b<ic. 

Setzt man zunächst a>2da voraus, so kann nur die Richtung der 
Kante ^e verändert werden, wenn es nämlich in der Ebene der obern Grund- 
fläche noch einen oder mehrere Puncte giebt, deren Entfernung vom Scheitel 
yc beträgt. Sind f^ ri, 1 die einem solchen Puncte entsprechenden Werthe 
der Elemente, so werden, wenn die dritte Kante nach demselben gerichtet 
wird, alle Coöfficienten bis auf a\ y ungeändert bleiben, diese aber resp. 
\Xi d^dl^bri, V-^al^dri flbergehen, wie man sich leicht und fast ohne 
Rechnung überzeugt. Nun sind aber nach der vorher gemachten Aufzählung, 

CreUe*8 Joarnal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 30 
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wenn a = 2b'a, dieWerthe von Syijj welche die Bedingung erfQlIen, |=— a, 
7^ = 0; wenn Ä=2a'a^ hat man f = 0, ?/ = — a; wenn gleichzeitig a = 2ft', 
bT=2a\ c'=:=0, ist s = — 1, ?j=— 1, und wenn endlich a', b\ c* negativ 
sind und die Gleichung «-[-* 4- 2a' + 26' -f- 2c?' ^0 erfüllen, ist g = l, i? = t 
zu setzen. Diesen vier Voraussetzungen entsprechend, hat man also a\ V in 
d-do, V-aa,i^-by, ~i^, V—do; -a\ ~*'y ö'-f A + c', a^VUd 
zu verwandeln. Von dem dritten Falle und überhaupt von der Annahme c' = 
kann . man absehen , da dieser eine. neue Form entspricht, welche, nachdem 
man in derselben die zu Anfang dieses Paragraphen vorgeschriebenen Zeichen* 
änderungen vorgenommen hat, offenbar mit der Form, wovon man ausgegangen 
ist, identisch wird. In jeder der drei übrigen Voraussetzungen erhält loaa 
nach Anwendung der erforderlichen Zeichenänderungen eine derselben Classe 
angchörige neue reducirte Form ^falls sie nicht mit der ursprünglichen coincidirl), 
und man erhält zwei solche Formen, wenn zwei unserer Voraussetzungen zu- 
gleich bestehen. Damit ist dann die Aufzählung der Formen beendigt, da 
offenbar die Gleichzeitigkeit von allen drei Voraussetzungen nicht Statt finden 
kann. Wäre immer unter der Voraussetzung b<iCy a = 2c'a gewesen, so 
hätte man, falls a<:b, dje zweite Kante in der Grundfläche drehen, für 
a=^=b; auch noch die erste Kante in die ursprüngliche Lage der zweiten über- 
gehen lassen,' und diede neue oder diese beiden neuen Lagen der zwei ersten 
Kanten mit allen Richtungen der dritten, die ursprüngliche nicht ausgenommen, 
in Vefbihdung bringen müssen: 

Sf an kann dem Cbelstaade, dafs sich in singulären Fällen mehrere re- 
ducirte Formen in derselben Classe befinden können, leicht abhelfen, und diese 
Ausnahmen dadurch entfernen, dafs ttian für soJche singulare Fälle in die 
allgemeine Definition Aoöh gewisse secundäre Bedingungen aufnimmt, die 
sich leicht ergeben, weün man z. B. die Forderung aufstellt, dafs der letzte 
Coefficient c\ falls er nicht völlig bestimmt ist, den kleinsten numerischen 
Werth erhalte, dessen er in den reducirten Formen der Classe fähig ist, 
und dann eben so in Bezug auf b' verfährt. Um dies an einem Beispiel 
zu zeigen, wollen wir unter den vorher behandelten singulären Fällen den 
betrachten, wo b<:^c, von den drei Bedingungen (2.) keine mit dem untern 
Zeichen gilt^ dagegen die drei negativen Werthe u\ b\ c! die Gleichung 
Ä-f 6 4 2fl'-|-26'-|-2r'==0 erfüllen. Nach dem vorher Bemerkten ist c' be- 
stlount, und giebt es für diesen Fall nur zwei reducirte Formen. Sind ii und V 
die Werthe des vierten und fünften CoefScienten in einer derselben, so sind 
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sie in der anderen ii' -j- A -j- c', a-f^'-f*^'* oder, da diese letzteren Werlhe 
offenbar positiv sind, c' aber negativ und folglich, um der Zeichenvorschrift 
zu genügen, z in —«.zu verwandeln ist, vielmehr — (a'-f ^ "f ^O^ ""-(^T *'4"^')i 
welche Werthe, wie es in der Natur der Sache liegt, wenn man sie für al, V 
substiluirt, wieder der Gleichung ö-f A-f 2a'-f 24'4"2c'=^ genügen, und 
aus welchen die Werthe £i^ V auf dieselbe Weise hervorgehen, wie sie selbst 
aus a\ V entstanden sind. Da hiernach der fOnfle Cöefficient nur die beiden 
negativen Werthe V und — (tf-j-6'-|-c') zulälbt, deren Summe =— « — cV 
so sieht man, dafs, wenn man zu den DefiniUonsbedingüngen noch —V 
^|(a-|-</) hinzufügt, die Ctasse nur eine reducirte Form enthalten wird. 

Indem wir die Abhandlung beschliefsen, wollen wir noch aus uiisern 
Principien einen schönen, von Seeber durch Induction gefundenen und von 
Gaufs in der schon oft erwähnten Atizeige bewiesenen Sat2 ableiten. Nach 
diesem Satze ist in einer reducirten Form das Prodnct der drei ersten Coef- 
ficienten nicht gröfser als der doppelte absolute Werth der Determinante. 

Da der absolute Werth der Detertninante dem Quadrate des Raum- 
inhaltes des der Form entsprechenden Parallelepipedum gleich ist, so haben 
wir also mit Beibehaltung der in §. 5. gebrauchten Bezeichnuhjg die Ungleichheit 

zu beweisen, worin J das Quadrat der Grundfläche bedeutet. Setzt man 
c'=^b'{-t, wo also t nicht negativ Ist, zieht von der dort erhaltenen Un- 
gleichheit A ^ c —(>= 6 — Q'\-t, nachdem man sie mit 2^ multiplicirt hat, 
die Gleichung abc^=^ab^f abt ab, so erhält man 

2JA — abc ^ 2J(^b — Q) — ab^'\'(2J—ab)t. 
Da nun nach der am Ende von §. 4. bewiesenen Ungleichheit 2J{b — Q) — ab^ 
nicht negativ und 2J — ab^\ab positiv ist, so erhellt die Wahrheit des Satzes. 
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21. 

über die Zerlegbarkeit der Zahlen in drei Quadrate« 

(Von Herrn Prof. 6. Lejeune Dirichlei zu Berlin.) 



Lfie Theorie der Zerlegung der ganzen Zahlen n, welche nicht eine 
der Formen 4A:, 8A:-f7 haben, in drei Quadrate ohne gemeinschaftlichen 
Theller, gehört zu den complicirteren der höhern Arithmetik , wenn man diese 
Theorie vollstindig entwickeln, d. h. Dicht blofs die Zerlegbarkeit nachweisen, 
sondern zugleich die Anzahl aller möglichen Zerlegungen bestimmen will, welche 
Anzahl entweder durch die der binären Formen fflr die Determinante — n, 
wie es Gaufs zuerst gezeigt hat*), oder auch unabhängig von dieser letzteren 
ausgedrückt werden kann**). Da es jedoch Fälle giebt, in denen nur die 
Zerlegbarkeit vorauszusetzen ist, wie denn namentlich der von Cauchy ge- 
gebene ***), später voll Legendre vereinfachte Beweis des l^^r/itaf 'sehen 
Satzes aber die PolygonahEablen lediglich darauf beruht, dafs jede Zahl, mit 
Ausnahme äer vorher ausgeschlossenen, die Summe von drei Quadraten ist, 
so scheint ein einfacher Beweis ffir die Zerlegbarkeit nicht ganz ohne Interesse 
zu sein. Ein solcher äoll in diesem Aufsatz mitgetheilt werden. 

Zunächst bedarf man dazu des bekannten Satzes, dafs jede positive 
temäre Form von der Determinante —1^ d. h. jeder Ausdruck wie 

dessen ganzzahlige Coöfficienten der Gleichung 

(2.) aa'^^bb'^-\^cc'^-abc-2a'Ve = —\ 
genQgen und flberdies die Bedingungen erfüllen, dafs 

a^ b, e, bc — a'^^ ac — b^^ ab — d'^ 
positiv sind, von welchen Bedingungen übrigens die erste und vierte die übrigen 
involviren, mit der Form 

(3.) ^\f\e 

äquivalent ist. Zum Beweise dieses Satzes genügt es, sich zu überzeugen, 
dafs für die Determinante —1 der Ausdruck (3.) die einzige reducirte po- 
sitive Form ist. Soll die Form (1.) eine reducirte sein, so darf nach dem 

*) Disq. arith. art. 229. 

**) CrelW% Journal Band 21. Seite 155. 

***) Exercices de math. par Cauchy, sec. annee, page 265. 
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am Ende der vorhergehenden Abhandlung bewiesenen Salz, abc nicht grö- 
fser als 2 sein, woraus, wenn man a-^b-^c voraussetzt, sogleich /i = 6 = l 
folgt. Da nun aber andrerseits nach der Definition der reducirten Formen, 
2c' und 2b\ abgesehen vom Zeichen, nicht gröfser als a, 2a' nicht gröfser als 
b sein darf, so erhfill man a'==A' = r' = 0, und dann aus (2.), c=l. 

Dies vorausgesetzt, wird die Zerlegbarkeit der positiven Zahl a dar- 
gethan sein, sobald man eine positive ternäre Form (1.) von der Determinante 
— 1 gefunden hat, deren erster Coöfficient a ist. Da nfimlich eine solche 
Form mit der Form (3.) äquivalent ist, so kann letztere in sie Iransformirt 
werden, und man erhftlt fl = a' -|- a'^ -j- a"^, wo a, a', a" droi der 9 Substitu- 
tionscoSfficienten sind und keinen gemeinschaftlichen Thoiler haben können, da 
jedes Glied der aus diesen 9 Coöfficienten gebildeten Determinante, entweder a, 
oder a' oder a" zum Factor hat, und diese Determinante der Einheit gleich ist. 

Alles kommt also darauf hinaus, a als gegeben angenommen, der Glei- 
chung (2.) durch fünf ganze Zahlen 6, c, a', b\ d zu genOgen, wobei nur 
noch die einzige Bedingung zu erffillen ist, dafs bc—a'^ positiv werden mufs. 
Nimmt man 6^=1, r' = 0, so wird die Gleichung 

Ä = 11^ — 1, 

wo J =^bc — a'^ gesetzt ist, und man hat nur zu zeigen, dafs man die positive 
Zahl J so wfihlen kann, dafs — J quadratischer Rest von b = aJ — 1 wird, 
indem unter dieser Voraussetzung c und a' sich so bestimmen lassen, dafs 
man a'^ — bc = —J hat. Es soll nun nachgewiesen werden, dafs der eben 
ausgesprochenen Bedingung immer durch einen ungeraden Werth // genOgt 
werden kann, fflr den, wenn a die Form 4A-f ^ ^^^^ b^=aJ — i einer un- 
geraden Primzahl p, wenn a ungerade ist, aber nicht die Form 8^-j 7 '^^^ 
dem Doppelten einer solchen Primzahl p gleich wird. Beginnen wir mit dem 
zweiten Fall, so haben wir die Gleichung 2p = aJ — i^ worin wir zunfichst 
// noch nicht als Primzahl, sondern blofs ungerade voraussetzen. Setzt man 
J t=Sl'\'e^ wo € einer der Zahlen 1, 3, 5, 7 gleich ist, so sieht man so- 
gleich, dafs in jedem der vier Ffille, welche a in Bezug auf den Divisor 8 
darbieten kann, J zwei Formen hach diesem Divisor oder e zwei Werthe zu- 
Iftfst, wenn p, wie wir verlangen, ungerade sein soll. FOr jeden der sich so 
ergebenden acht Ffille wende man in der aus 2p = aJ—i folgenden Gleichung 

(4-) = (-^J, (worin das Le^endre' sehe Zeichen in der \on Jacobi einge- 

fahrten erweiterten Bedeutung gebraucht ist) auf die erste Seite das Recipro- 
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citatsgesetz an, setze fQr ^--^J seinen bekannten Werth nnd miiltiplicire dann 
nül ( — ^= + 1, wo +1 ebenfalls nach der jedesmaligen Linearform von p 



bekannt sein wird. Man erhält so die Resultate 



a 



SÄ-t-l, 



a = 8A;+3, 



a = 8*4 5, 



8 A4- 7, 



d = 8^+3 
d = 8^4-7 

J = 8^-f 1 
J c= 8/4-5 

d = 8/4-3 
d = 8/4-7 

J == 8/4-1 
J = 8/4-5 



4*-fl, 



p = 4*4-3, 

p = 4*4-1, 

P=- 4*4-3, 

P = 4*+3, 
;» = 4*4-1, 

P = 4*4-3, 
P = 4^4-1, 



—J 



p 
-d 



P 
~ä 



P 



P 
—J 



P 

—4 

P 



P 



) = -1, 

)■= +1.V 



Man sieht, dafs wenn nicht a==8A:-f 7, der Bedingung /-^^—-^ = 1 , immer 

genflgt werden kann. Dais aber auch in allen 8 Fällen p eine Primzahl 
werden kann, erhellt aus dem Ausdruck ;i = ^(ii^/— 1) = 4<i/-f |(a€— 1), 
in welchem ^(a«— 1} nach der Wahl von « ungeradje und überdies ohne ge^ 
meinscbaftlichen Theiler mit a ist. Dieser Ausdruck ist also das allgemeine 
Glied einer arithmetischen Reihe, welche nothwendig Primzahlen enthält. Hat 

man nun eine Primzahl pj fflr welche :(^^^^— ) = 1 , so ist — J quadratischer 

Rest von p und folglich auch von 3/^/ w. z. b. w. 

Im Falle eines geraden a setzen wir sogleich a=^\k\2^ da man 
im voraus weifs, dafs für a=^\k die Bedingung sich nicht erfüllen läfst. Da 
wir in der Gleichung /r = a^/— 1, A ungerade voraussetzen, so hat p die 

Form 4«-f 1, und man erhält (-^-) == (-j) = ( — ) = (~~")* ^^^ '"^^ 

also J die Form \t\\ geben , damit (— — ) == 1 werde. Man erhält so 

pz=i\at\a—\^ welcher Ausdruck wieder eine Primzahl werden kann, wo 
dann —J quadratischer Rest von p ist. 
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Die Anwendung des eben entvnckelten Verfahrens ist nicht auf den 
Fall der Determinante —1 beschränkt, und wir wollen noch ein zweites Bei- 
spiel fttr die Determinante — 3 hinasnfügea. 

Sucht man wieder wie oben die reducirten Formen fflr diese Deter- 
' minahte, so giebt die Bedingung abc^ßj unter der Voraussetzung a^b<ZCf 
für a den Werth 1 , während 6 = 1 oder == 2 sein kann. Es folgt dann, 
da 2 c' und 2 b' Tiomerisch nicht gröfser als a = l sein dQrfen^ Vz=c'^^0 
und die Gleichung, durch welche die Determinante bestimmt wird, reducirt 
sich auf a'^ — bc=^ — 3. Da nun auch 2a' numerisch nicht gröfser als b 
sein darf, so hat man, wenn 6 ~r. 1 ist, a' = 0, und folglich c = Z. Ist da- 
gegen i = 2, so hat man 2a' = oder 2a':=±2. Der erste Werth. ge- 
nügt obiger Gleichung nicht, in welcher bc^A ist. Es bleibt also nur 
a' = ± 1 zu setzen, woraus sich r = 2 ergiebt. Vernachlässigt man das untere 
Zeichen, was auf eine blofse .Zeichenänderung von z hinauskommt, so erhält 
man also die beiden reducirten Formen 

so dafs also jede positive ternäre Form (1.) von der Determinante —3, 
d. b. in welcher die Coefficienten die Gleichung 

(5.) aa''\bb"-{cc^-abc-2a'b'<^=~3 
befriedigen, einer dieser Formen (4.) äquivalent sein wird. Untersucht man 
nun die Reste nach dem Divisor 8, welche die Ausdrücke (4.) lassen, wenn 
man in denselben den Elementen x, y, z alle Combinationen gerader und 
ungerader Werthe beilegt, wobei nur die Gleichzeitigkeit von drei geraden 
Werthen auszuschliefsen ist, da wir die Elemente immer ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler voraussetzen, so findet man, dafs die erste der Formen (4.) 
alle möglichen Reste nach dem Modal 8 darbietet., während der zweite Aus- 
druck für keine Combination eine der Formen 8A-f ^? ^^ annimmt. Erwägt 
. mau nun ferner, dafs zwei äquivalente Formen immer dieselben Zahlen dar- 
stellen, so wird man für eine Form der Determinante — 3, die eine Zahl 
SAr-fö oder 4A darstellt, was namentlich immer der Fall ist, wenn einer ihrer 
drei ersten Coefficienten, z. B. b, eine solche Zahl ist, sogleich schliefsen kön- 
nen, dafs sie nicht mit der zweiten, und folglich, dafs sie mit der ersten der 
Formen (4.) äquivalent ist. 

Soll mm bewiesen werden, dafs die gegebene Zahl a durch die erste 
der Formen (4.) darstellbar ist, so haben wir nach unserer obigen Betrach- 
tungsweise und indem wir in (5.) wieder 6'=1, c' = und J = bc - a'^ 
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setzen, nur darzuthun, dafs die positive Zahl J so besUinmt werden kann, 
dafs b = aJ—^ die Form 8A:-f 5 oder Ak erhftlt and —J zugleich qua- 
dratischer Rest von b wird. Wir beschränken ans dabei auf die Zahlen a, 
welche mit der Determinante keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, d. h. nicht 
durch 3 theilbar sind. Setzt man J^=8J\ wo J' angerade und nicht darch 
3 theilbar sein soll, so wird b relative Primzahl zu J' sein und die Form 
8A:-f-5 enthalten, und wir haben nur noch die andere Bedingung zu erftilen. 

Aus der Gleichung b = 8aJ' — 3 folgt sogleich (jr) = ("^r")9 odev^ wenn 
man berflcksichtigt, dafs b^i (mod. 4), und bekannte Satze anwendet, 

(^) = (t) = (=r) = C-^) • »«^«'•' Moltiplicaüon mit (|) = (|-) = - 1 
ergiebt sich hieraus {^^^^j = — ("Tr")^ ""^ ™*^" sieht, dafs die Bedingung 

(^j^) = l erfttUt ist, wenn J' = 6l — i und folglich i = 48a/ — 8« — 3 

gesetzt wird. Da nun dieser letzere Ausdruck offenbar einer Primzahl gleich 
werden kann, so ist bewiesen, dafs jede nicht durch 3 theilbare Zahl so durch 
die Form ar^ -{- y^ -}- S z^ ausgedrückt werden kann, dafs x, y und z keinen 
gemeinschaftlichen Theiler erhalten. Ähnliche Betrachtungen lassen sich auf 
die durch 3 theilbaren Zahlen, su deren Darstellbarkeit eine sich leicht erge- 
bende Bedingung erforderlich Ist, so wie auch auf die durch die zweite der 
Formen (4.) ausdrfickbaren Zahlen anwenden. 
Berlin, im Juni 1850. 
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22. 

Auflösung einer geometrischen Au%abe. 

(Von Heim Dr. 0. #/. Brock, Professor der Maihematik an der Universität zu Chriatiania 

in Norwegen.) 



Aufgabe. 
l^eoD Ewei conjugirte Durchmesser einer Ellipse gegeben sind, die 
Axen SU finden. 

Auflösung. 
Es seien AB* und A'C (Taf. IV.) die Hfilften der gegebenen con- 
% jugirten Durchmesser. Man ziehe A'A senkrecht auf AC und gleich A^C, 
construire einen Kreis, dessen Mitlelpnnct O in der Linie LC liegt und dessen 
Umfang durch A und B' geht, und ziehe die Sehnen B'L und B'M. Die 
Axen der Ellipse AT und A'G' werden dann parallel mit diesen Sehnen ge* 
zogen. Um ihre Endpuncte zu finden, ziehe man die Sehnen LA und AM, 
construire einen Kreis um A' als 'Mittelpunct und mit A'A als Halbmesser, 
und ziehe A'F und AH parallel mit LA und AM; von F und H ziehe 
man FF' und HH' senkrecht auf LC, und F'G' und ET parallel mit A'B'. 
Die Schneidepuncte & und i' sind dann die Endpuncte der Halbaxen. Oder: 
man ziehe FG und Hl parallel mit AB, wo der Punct B gefunden wird, 
wenn man B'B senkrecht auf LC zieht, und ziehe dann GG^ und //' senk- 
recht auf LC. Diese beiden Constructionen controliren dann einander 

Beweis. 
Wenn man LC als Grundlinie annimmt, so Ififst sich die Ellipse NB'C 
als die verticale Spur eines schiefen Cylindors ansehen, dessen Grundfläche 
der Kreis NAC ist und dessen Seiten den in AB und A'B' horizontal und 
vertical projectirten Geraden parallel sind. In der verticalen Spur dieser 
Cylinder sind A'B' und A'C conjugirte Halbmesser, weil sie die verticalen 
Spuren zweier durch die Axe des Cylinders gehenden Schnitte sind, deren 
horizontale Spuren auf einander senkrecht stehen. Es sind jetzt die Vierecke 
FF'G'A' und AA'B'M einander Ähnlich, weil die Seiten der Vierecke parallel 
sind und die Diagonalen F'A und A'M eine gerade Linie bilden. Wenn 
femer G'G senkrecht auf LC und folglich parallel mit B'B gezogen wird« 
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so werden auch FG und AB mit einander parallel sein. Es sind folglich FG 
und FG' die beiden Projecüonen einer Seite des Cylinders, und G* ist dessen 
verticale Spur; welche folglich in der gegebenen Ellipse liegt. G'A wird die 
verticale Spur eines durch diese Seite und die Axe des Cylinders gehenden 
Schnittes G*Ä* sein. Eben so findet man, dafs /' die verticale Spur der durch 
// gehenden Seile des Cylinders ist, folglich auch in der Ellipse liegt, und 
dafs 1*A die verticale Spur einer durch diese Seite und die Axe des Cy- 
linders gehenden Schnittes l'A'U ist. Da jetzt die horizontalen Spuren A'F 
und A'H dieser Schnitte auf einander senkrecht sind, so werden die verti- 
calen Spuren A'G' und AT conjugirte Halbmesser der Ellipse sein; es sind 
aber A'G' und AT auf einander senkrecht, weil sie mit den Complement- 
sehnen LB' und MB' parallel sind: also müssen sie die gesuchten Halbaxen 
der gegebenen Ellipse sein. 

Diese Construction ist besonders von Nutzen in der beschreibenden 
Geometrie, wo gewöhnlich die Ellipse nur durch ihre conjugirten Durchmesser 
bestimmt ist. Soll aber die Ellipse selbst gezeichnet oder constmirt werden, 
so ist es nothwendig) erst ihre Axen bestimmt zu haben. 

Geschrieben zn Funchal auf Madeira am 19ten April 1850. 
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23. 

Über ein merkwürdiges, aus einem Eulersehen 

Satze sich ergebendes Theorem. 

(Von dem Herrn Dr. Dimger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 



In der „Einleitung u. s. f. Cap. 15." betrachtet Euler die Entwick> 
lung der beiden unendlichen Factorenreihen 

ii-azHi-flzKi-yz)... "»'• (HazXi+ßzXHrz)... 
Setzt man in der ersten fflr s die Gröfse i, fflr (x, ß, y, ... dagegen 
die reciproken nten Potenzen, der Primzahlen 2, 3, 5, 7, ... , also a == -^r- 



n 9 



i 1 

■gF' y = -yr9 . . ., so ist 

1 



('-^)('-f)('-^)0-^)- 

Im reellen Theil der zweiten Seite dieser Gleichung kommt jede mögliche 

Gröfse — ;p (a positiv und ganz) vor, wenn a in seinen Stammfactoren O^l), 

die gleich oder ungleich sein können, eine gerade Anzahl davon hat. Dem 

Gliede — ist das Zeichen -|~ vorgesetzt, wenn diese Anzahl von der Form 

4r, das Zeichen — dagegen, wenn sie eine Zahl von der Form 4r-f2 ist. 

Im imaginfiren Theile dagegen kommt jede Gröfse -^ vor, ffir welche a eine 

ganze positive Zahl (!>1) von einer ungeraden Anzahl (gleicher oder un- 
gleicher) Stammfactoren ist; ist diese Anzahl von der Form 4r-f-l, so hat 

1 1 

— . das Zeichen 4-^ ist sie von der Form 4r4-3, so hat -r das Zeichen — 

Eben so erhfilt man 

0-^)(l-Tr)(l-^)--- 

_. 1 1 _i iM. 1 L * L 1— >ij- 

— ~tr 10' 15» * " "r L2" 3" 5» 7« 11" "J ^' 
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Im reellen Theile Ai kommt, aufser 1, jede Gröfse — - vor, wenn a eine po- 

sitive ganze Zahl mit lauter ungleichen Stammfactoren und die Anzahl dieser 
Factoren gerade ist; sie hat das Zeichen -f , wenn diese Anzahl von der 
Form Ar 9 dagegen das Zeichen — , wenn sie von der Form 4r4'2 ist. Im 

imaginftren Theile (Bif) kommt jede Gröfse -^ vor, wenn a eine positive 
ganze Zahl ist, die aus einer ungeraden Anzahl lauter ungleicher Slamm- 
factoren besteht; ist diese Anzahl von der Form 4r-|-3, so hat -;p das Zei- 
chen 4' 9 dagegen das Zeichen — , wenn die Anzahl von der Form Ar-\-\ ist. 
Da fflr n >> 1 die betreffenden Reihen convergent sind, so erhält man, 
unter der Voraussetzung eines rationalen it>>l: 

(^+Äi)(J, + Ä,i) = 1, 
das heifst 

AA^-BB,^i{AB^^Ä^B) = 1, 

woraus sich die folgenden zwei merkwürdigen Gleichungen ergeben : 

AA, — BB^ = 1, 
AB.^A^B = 0; 

insofern A, Ag, B, B^ auf die oben angegebene Art bestimmt werden. 
Sinsheim, im Januar 1847. 
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24. 

Beweis des Satzes dafs eine Curve n^^'' Grades im 
Allgemeinen t/<(/i— 2)(/i'— 9) Doppeltangenten hat 

(Von Herrn Professor C. 6. /. JaeoK ca Berlin.) 



JLlie Theorie der gegenseitigen Polarität zweier Curven bietet ein Para- 
doxon dar, dessen Anfklfirung mit wichtigen Problemen der Theorie der alge- 
braischen Curven zusammenhingt. Eine Curve (JL) vom n**" Grade hat im 
Allgemeinen eine Polarcurve (B) vom {n^ — ny*'' Grade, die Polarcurve 
dieser ist aber immer nur wieder vom n*"" Grade, nfimlich die iirsprfingliche 
Curve (^) selbst, wthrend im Allgemeinen die Polarcurve einer Curve vom 
(n* — n)**" Grade auf den Grad (n^ — nf — (n^ — n) steigt. Es mflssen also 
die Curven vom (n^ — n)*^" Grade , welche Polarcurven einer Curve vom n^^"" 
Grade sind, von so besonderer Natur sein, dafs sich der Grad ihrer Polarcurve 
immer um 

(n' — ny — {n^ — n) — n = 11^(71 — 2) 
verringert. 

Herr Poncefet erkannte die Quelle einer so grofsen Verringerung des 
Grades, welche die Polarcurve von (JB) erfährt, in den Doppeltang enUn 
und Wendepuncten der Curve (^). Jeder Doppeltangente von (^Ä) ent- 
spricht ein Doppeipunct, jedem Wendepnnct von A ein Rückkehrpunct in (0). 
Jeder Doppeipunct einer Curve bewirkt eine Reduction des Grades ihrer Po- 
larcurve um zwd Einheiten, jeder Rflckkehrpunct einer Curve bewirkt eine 
Beducüon des Grades ihrer Polarcurve um drei Einheiten. Wenn also die 
Curven n^""' Ordnung (^1) im Allgemeinen a Doppeltangenten und ß Wenäe-^ 
puncte haben, so werden auch ihre Polarcurven (JB) im Allgemeinen a Doppel^ 
punete und ß Rückkehrpuncte haben und daher die Polarcurven der Curven 
(0) im Allgemeinen eine Verringerung ihres Grades um 2a-f3/9 Einheiten 
erfahren. Es wird nun darauf ankommen, zu beweisen, dafs im Allgemeinen 

2a4-3/9 = n*(n — 2), 
welches, wie man gesehen hat, die Zahl ist, um welche sieb im Allgemeinen 
der Grad der Polarcurve von (B) verringert. 

Da mehrere particultre Sfitze auf die Vermuthung führten, dafs die Cur- 
ven n^*^ Grades im Allgemeinen 3n(ii — 2) Wendepuncte haben, so hat 
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Herr Professor Plticker im 12ten Baode dieses Journals die vorstehende 
Gleichung durch die Annahme der Werthe 

a =:= j-n(ii — 2)(n' — 9) 

ß =- 3n(n — 2) 

erfClllI, auch später die allgemeine Richtigkeit des fflr ß angenommnen Werlhes, 
so wie die Richtigkeit des Werlhes von a für n = 4 bewiesen. Ich werde 
im Folgenden den noch fehlenden Beweis der allgemeinen Gültigkeit des 
Werthes von a hinzufflgen, oder zeigen, dafs die Curven n*" Ordnung im 
Allgemeinen ^n{n — 2)(n^ — 9) Doppeltangenten haben. 

Dieser Beweis, wie er hier geleistet werden soll, erfordert einige 
Hfilfssätze, die sich theils auf die Grad -Erniedrigung beziehen, welche bis- 
weilen eine rationale ganze Function . mehrerer Variabein vermittelst einer 
zwischen denselben Gröfsen gegebnen Gleichung erleiden kann, theils auf die 
Natur der Bedingungsgleichung, die zwischen den GoSfficienten einer gege- 
benen Gleichung Statt finden mufs, damit dieselbe zwei gleiche Wurzeln habe. 
Obgleich diese Sätze bekannt sind, so werde ich deren Beweise hier nicht 
Obergehen, damit man nirgends eine Dunkelheit findet und alle zu dieser 
Untersuchung gehörigen Betrachtungen desto leichter fibersehen kann. Nach 
Vorausschickung dieser Sätze wird die vorgelegte Aufgabe, die Bestimmung 
der Anzahl der Doppeltangenten einer Curve nten Grades, durch eine ein- 
fache Transformation erledigt werden können. 

Satz 1. 
Wenn f(x, y) und (p{x, y) rationale ganze Functionen von x und y 
sind, und der Grad von y^ (p {x, y) vermittelst der Gleichung f{Xf y) = 
um € Einheilen erniedrigt werden kann^ so wird auch der Grad 
von (f {x^ y) selbst vermittelst der Gleichung /*(ar, y) = um e Etn- 
heilen erniedrigt werden können, vorausgesetzt, dafs die Glieder der 
höchsten Dimensionen in f(x, y) nicht sämmtlich durch y theilbar sind. 

Beweis. 
Eine rationale ganze Function von x und y, rp{x, /), kann vermittelst 
der Gleichung f{x, y) = 0, wenn sie anders eine rationale ganze Func- 
tion von X und y bleiben soll, keine andere Änderung erleiden, als die 
durch Hinzufägung des Productea von f{x, y) in eine beliebige rationale 
ganze Function von x und y entsteht. Es werden also alle rationale ganze 
Functionen von x und y, welche vermittelst der Gleichung f{x, y) = der 
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Funotion \ij{Xf y) äquivalent sind, in der Form 

V'i^f y) + ^/X^f y) 

enthalten sein, wo l eine beliebige rationale ganse Function von x und y 
bedentet. Soll es möglich sein, dafs dieser transformirte Ausdruck einen nie- 
drigem Grad als \p{Xj y) selber erhfilt, so müssen mehrere Bedingungen Statt 
finden, welche man folgendermafsen erhfilt. 

Zuvörderst bemerke ich, dafs der Grad von l dadurch bestimmt ist, 
dafs Xf genau von demselben Grade wie xp sein mufs. Denn wäre Xf von 
einem höhern Grade als yjj so wQrde auch Xf'\-\p von einem höhern Grade 
als xf) sein, während es von einem niedrigeren Grade werden soll, und wenn 
If von einem niedrigem Grade als xp ist, so wird xp-^Xf von demselben 
Grade wie \p, da alsdann die Glieder der höchsten Dimension in xp durch das 
Hinzufflgen von Xf nicht zerstört werden können. 

Bedeutet ü eine rationale ganze Function zweier oder mehrerer Va- 
riabein vom p^^" Grade, so will ich mit Ui das Aggregat derjenigen Glieder 
von V bezeichnen, welche in Bezug auf diese Yariabeln homogen und von 
d^r ip — iT'' Dimension sind. Es wird demnach U, nach den abnehmenden 
Dimensionen seiner Glieder geordnet, 

17,+ 17,-füa+elc = ü, 
und wenn man die identische Gleichung 27= F hat, so wird man auch die 
identische Gleichung I7j = Vi haben. 
Man setze in dieser Weise 

y^ = V'u-f Vi+V'a+etc. 
f= /o + /i + /2 + etc. 
X = Ä|i + ^i + ^ + et<5., 
und wenn man yf-^Xf mit v bezeichnet, 

t^-f- ^f = ^ = «^0 + t^i + t^a -f e*c. 

= ^0+^1+^^!+ etc. 
+ {ÄÜ+ ii + ^2+ etc.} {^0+^1+^1+ etc.}. 
Wenn Xf und tp von demselben Grade sind, so erhfilt man durch Vergleichung 
der Glieder derselben Dimension, 

«^1 = Vi + ^/iT^i/o 

etc. etc. 
Wenn sich in tp'\-Xf oder v alle den $ höchsten Dimensionen angehörigen 
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Glieder gegenseitig zerstören, so versohwfnden 9o, f n • • r,^i, oder es 
müssen die folgenden Gleichungen, 

= v2-i-^/^+^i/i+*2/:) 



= V^,-l+^/'^^i+il/V-2+ •. +^*-l/oi 

identisch erfOUt werden. Die erste dieser Gleichungen zeigt, dafs % durch 
fii theilbar sein mufs und man fär —Xu den Quotienten der Division zu neh- 
men hat ; die zweite Gleichung zeigt, dafs auch rpx -{- l^fi durch /o theilbar sein 
mufs und man fflr —li den Quotienten dieser Division zu nehmen hat; die 
dritte Gleichung zeigt, dafs auch V^2 -f ^A -f ^i/i ^^^^^ /u theilbar sein und 
fflr — i^ der Quotient dieser Division genommen werden mufs, und so fort. Man 
erhalt auf diese Weise nach und nach 6 homogene Functionen, welche alle 
durch dieselbe homogene Function /<) ohne Rest theilbar sein mflssen, wenn 
es möglich sein soll, den Grad von y/ mittelst der Gleichung ^=0 um c Ein- 
heiten zu erniedrigen, und es werden die Quotienten der verschiednen Divi- 
sionen die Ausdrücke, welche man fär — ^, — ^i, . * — l^i zu nehmen hat. 
Umgekehrt sieht man, dafs wenn die angegebnen Bedingungen erfällt sind, 
man immer einen rationalen ganzen Factor l von der Art finden kann, dafs 
in yf durch Hinzufögung von If die Glieder der c höchsten Dimensionen zer- 
stört werden. Es wird nfimlich, wenn man auf die angegebene Art die ho- 
mogenen Functionen il,j, iti, •• l^^i bestimmt hat, 

wo für If^ Xg^i^ etc. beliebige rationale ganze homogene Functionen ange- 
nommen werden können, welche die e höchsten Dimensionen in X nicht er- 
reichen. 

Es sei jetzt die Function '^»{x, y) durch y^ theilbar, so dafs, wenn man 

H^yy) = y*y(^. y) 

setzt, ip{Xi y) ebenfalls eine rationale ganze Function von ;r und y wird. 
Es sei wieder <p{x^y)^ nach den absteigenden Dimensionen seiner Glieder 
geordnet, 

80 wird 

^0 = y*?\j^ V'i = y*9>ii ^2 = y*V2, etc. 
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Fflr diesen Fall, in welchem sflmmtliche Functionen V^u? Vi? • • V^^-i^ welche 
in die obigen Gleichungen eingehen, durch y^ (heilbar sind, kann man be- 
weisen, dafs, wenn /i) nicht durch y theilbar ist, auch die saromtlichen homo- 
genen Functionen X^, Xi , . . X^.i durch y^ theilbar sein mflssen. 

Man braucht hierzu den Satz, dafs wenn eine rationale ganze Function A 
das Product zweier andern rationalen ganzen Functionen B und C ist, jede 
rationale ganze Function, welche Ä theilt und mit B keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler hat, den andern Factor C theilen mufs. Dieser Satz ergiebt 
sich für den hier vorkommenden Fall homogener Functionen zweier Variablen, 
wenn man bedenkt, dafs sich dieselben immer nur auf eine Art in lineare 
Factoren zerfftllen lassen , und ebenso auch ffir Functionen von beliebig vielen 
Variabein, wenn man dieselben als Functionen von jeder der Variabein be- 
sonders betrachtet. Wendet man denselben auf die Gleichungen, 

= r*yü+^/ii 

= /92+V2+iiA+ Vu 



an, welche man aus den obigen durch die Substitution von y^tp^ fflr % erhfilt, 
so folgt, wenn fo nicht durch y theilbar ist, aus der ersten Gleichung, dafs 
jlu den Factor y^ hat, sodann aus der zweiten, dafs auch Xi, hierauf aus der 
dritten, dafs ^, und schliefslich , dafs alle Functionen l^^ ili, . • X^^ den 
Factor y^ haben. Man kann daher 

setzen, wo ^Uu, ^Ui, . . fi^^ rationale ganze Functionen von x und y sind. 
Die Substitution dieser AusdrQcke in die Toralehenden Gleichungen giebt nach 
Division mit y*.* 

= 9'«+/^/'« 

= y2-|-/«^/*2 4-/*iA+/*a/o 



Diese Gleichungen zeigen, dafs sich in dem Ausdrucke 
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sftjnmlliche Glieder der € höchsten Dimensionen gegenseitig zerstören ^ oder 
dafs der Grad von 

um € Einheiten niedriger als der Grad von (p ist. Wenn daher der Grad 
von y^(p vermittelst einer Gleichung vom n^ Grade ^ /*=0, in welcher das 
Glied x" nicht fehlt, um a Einheiten verringert werden kann,, so kann auch 
der Grad von (p selbst vermittelst dieser Gleichung um e Einheiten verrin* 
gert werden. 

Man sieht ohne Schwierigkeit, dafs man fär y^ jede beliebige homo- 
gene Function nehmen kann, welche keinen Theiler mit /o gemein hat 

Satz 2. 
Es sei h die Wurzel einer Gleichung m'*" Grades , 

deren Coiffidenten rationale ganze Functionen von x und y sind, 
und ßo9 ^11 ^2) • • Bm respectice der Grad dieser Functionen; 
wenn diese Zdahlen eine arilhtnetische Reihe bilden , so steigt die Be- 
dingungsgleichung, welche erforderlich ist^ damit die vorgelegte Glei- 
chung zwei gleiche Wurzeln habe^ auf den Grad 

(m-l)(Äo + ÄJ. 

Beweis. 
Es seien 

h\^ lh\ • • hf^ 

die Wurzeln der vorgelegten Gleicbnng, so mufs, damit zwei dieser Wurzeln 
gleich werden, die Bedingungsgleichung 

77(A, - h,f = 

Statt finden, wenn man mit n{hi — hf)^ das Quadrat des aus den Differenzen 
der Wurzeln gebildeten Products bezeichnet Diese rationale ganze symme- 
trische Functiou der Wurzeln kann durch eine rationale ganze Function der 
Gröfsen 

«m-l ttm-2 « 





% ' ^ * • """" 



ausgedrQckt werden, bedeutet a^ die höchste Potenz von a^, durch welche 
die Glieder dieses Ausdrucks dividirt werden, so erhält man durch Multipli- 
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eation mit a^ eine rationale ganze homogene Function der CoSfScienten Oq, 
Ol, . . a^ vom p^"" Grade, welche ich mit 

bezeichnen will. Diese Function kann durch keine der Gröfsen ao, «i, . . a,„ 
theilbar sein, weil das Verschwinden keines der Codfficienten der gegebenen 
Gleichung die Gleichheit zweier ihrer Wurzeln nothwendig mit sich fahrt. Es 
kommt nun vor allem darauf an , den Wertb von p oder die Dimension dieser 
homogenen Function zu finden. 

Zu diesem Zweck betrachte man die reciproke Gleichung, 

» 

welche man aus der gegebnen erhält, wenn man darin A = — setzt und mit 
g'^ multiplioirt. Setzt man 

so werden gi-, g-i-, ■• g^ die Worzeln dieser reoiproken Gieiehnog, and daher 

Da das Product U unter dem Zeichen \m{m—\) Factoren umfaflrt, so be- 
steht der Nenner aus dem Product von 2 m (m — 1 ) Wurzeln A^, und da der- 
selbe eine symmetrische Function dieser Wurzeln ist, so mufs er der (2m — 2)^" 
Potenz des Productes aus den m Wurzeln A^, A,, .. h^ und daher derGröfse 

■ 

gleich sein. Man hat daher 
oder 

Da beide AusdrQcke, ^^(«0, «i, . . a^) und ^(a^, «m-o * • <^)9 rationale ganze 
Functionen von »o, cxi, .. a^ sind und, wie oben bemerkt worden ist, keine 
dieser Gröfsen zum Factor haben können, so folgt aus der vorstehenden 
Gleichung, dafs die Zahl /^ — 2m-|-2 weder positiv noch negativ sein kann, 
und «Iso verschwinden mufs. Man hat demnach 

p = 2f7i — 2, 

32* 
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und also 

(1.) J{a,, «I, . . «J = a]:''n{Ai-h{)\ 

Wenn man daher die Bedingung^ dafs eine Gleichung 

zwei gleiche Wurzeln habe^ mit 

bezeichnet, wo J eine, von allen überflüssigen Factor en freie, rationale 
ganze Function von Oq , «i 9 . . «m ^^'^ ^oll, so ist diese Function in 0^- 
zug auf diese Gröfsen homogen und von der (2 m — 2}^*"' Dimension. 

Wenn im Folgenden fflr eine gegebene Gleichnng m*'"' Grades, F(jh) =^ 0, 
die Bedingungsgleichung, ^ = 0, aufgestellt werden soll, welche zwischen 
ihren Coefficienten Statt finden mufs, damit zwei ihrer Wurzeln gleich wer- 
den, so wird man unter J immer die durch die Formel (1.) definirte Function 
verstehen , nämlich eine rationale ganze Function der Coefficienten von F(h) 
von der (2 m — 2^"" Dimension, welche gleich ist der (2 m — 2/'"' Potenz des 
Coefficienten von k^ in F{h) mal dem Quadrate des Productes aus den Dif- 
ferenzen der Wurzeln der Gleichting F{h) = 0. Aus dem Vorhergehenden 
erhellt, dafs diese Function unverändert bleibt, wenn man ihre Argumente in 
umgekehrter Ordnung schreibt, da sich die oben gefundene Gleichung, wenn 
man fflr p seinen Werth 2m — 2 setzt, in 

verwandelt. 

Es seien jetzt «0, «1, . . a^ Functionen von einer oder mehreren 
Variabein, z. B. von den Variabein x und y, und respective 

die Zahlen , welche ihren Grad bezeichnen , so wird im Allgemeinen der Grad, 
auf welchen die Bedingungsgleichung ^ = in Bezug auf x und y steigt, 
gleich dem Grade, auf welchen der Ausdruck 

in Bezug auf t steigt. 

Wenn die Zahlen Bq^ Bi, etc. eine arithmetische Reihe mit der Diffe- 
renz C bilden, so dalii 

Bi = ßo + tC, 

so hat man, da J eine homogene Function von Oo, «i, . • a^ von der (2m— 2)*''" 
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Dimension ist, 

Da Ai9 ^2, . • A» die Warsein der Gleichung 

sind, so werden 

die Wurzeln der Gleichung 

und daher zufolge (1.) 
woraus 

folgt, oder, da 2Bo+«»C=jBo+Bm ist, 

Da ^(oq, «1, . . Op„) die Gröfse t gar nicht enthalt, so wird dieser Ausdruck in 
Bezug auf t von der Ordnung (m— l)(0u-f^m)9 ^^^ daher auch (m— l)(0o-f^m) 
der Grad der Bedingungsgleichung ^=0 in Bezug auf x und y, w. z. b* w. 

Da i{m'\-i)(B^i'\'B^) die Summe der Zahlen i?», B^^ . . B^ ist, so 
kann man auch sagen, dafs der Grad der Bedingungsgleichung ^ = das 

— TT- fache des Grades ist, auf welchen das Product aus allen Cofifficien- 

ten steigt. 

Satz 3. 
Wenn man eine gegebne Gleichung m'^" Chrades, 

= F(Ä) = Oo+aiÄ + a^ÄH • • +amÄ^ 

durch die Substitution h= Tg^ <^ ^^ Gleichung 

transformirt f so erleidet hiedurch die Bedingungsgleichung J = 0^ 
welche zutschen den Coefficienten der gegebenen Gleichung Statt 
finden mufSf damit zwei ihrer Wurzeln gleich werden, keine weitere 
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Veränderung^ als dafs der Ausdruck J links vom Gleichheitszeichen 
mit {yd* — y^ dy^""^ multipHdrt wird, oder es tcird 

Beweis. 
Es sei 

so werden die Gröfsen gi^ g^^ ^ gm die Wurzeln der transformirten Gleichung 

und daher infolge der Formel (1.)« 
Der Werth von /?« ist hier 

wie man sogleich sieht, wenn man in der Formel, welche die Iransformirle 
Gleichung gab ,^ = 00 seist. 

Es ist ferner 

• 

~ (S'^dhiHV—dhi)' . 

Sttbstituirt man diesen Ausdruck in das Product IT(gi—g{f^ welches aus 
m{m—i) Factoren gi—gk besteht, so erhfilt man im Nenner ein Product aus 
2m(i7i — 1) Factoron ^ — JA,, und da dasselbe eine symmetrische Function 
der m Wurzeln A, sein mufs, so wird dieser Nenner 

{{9-dh,){d'-Sh,) . . ((T-JäJ}^--^. 
Es ist aber 

F(Ä) = «.(A-A|)(A-Ä,) . . (Ä-AJ 
und daher 

((T-JAOCcT-Jä,) .. (cT-JAJ 
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Man erhält demnach 

und daher 

was zu beweisen war. 

Aus dem im Vorhergebenden bewiesenen Satze folgt das Corollar, dafs, 
wena die Determinante der beiden linearen Ansdräcke, y^-\'(fßf /-f ^.^f oder 
die Gröfse y8' — y'dy der Einheit gleich ist, die Function ^/(ao, a^, . . a„) da- 
durch^ dafs man darin /?o^ A •• /^m fAr Oo, a^, . . a^ setzt, unverändert bleibt. 

Nach diesen Vorbereitungen komme ich jetzt zu der vorgelegten Auf^ 
gäbe selbst. 

Aufgabe. 
Die Anzahl der Doppeltangenlen einer Curoe n^'* Ordnung 
zu finden. 

Auflösung. 
Es sei f{Xf x) = die Gleichung einer gegebnen Curve n^' Ordnung. 
Man multiplicire die Glieder des Ausdrucks f{x, y)^ welche nicht auf den n^" 
Grad steigen, mit einer solchen Potenz von e, dafs sie alle in Bezug auf x^ 
y, z von der it^'" Dimension werden, und bezeichne die homogene Function 
von X, y, z von der ri^''" Dimension, welche man auf diese Weise erh&lt, 
mit f(x, y, z). Es wird demnach, wenn man auf die in dem Satze (1^ cui* 
gegebne Art die Function f^ nach fallenden Dimensionen geordnet, mit 

bezeichnet, der Ausdruck 

werden. Es soll im Folgenden der Gleichung der Curve die Form, 

f{x, yy «) == 0, 

gegeben werden , wobei man sich unter z eine beliebige Constante oder^ wenn 
man will, die Einheit zu denken hat. Die Formeln der analytischen Geometrie 
haben durch diese Einführung der homogenen Function f{Xy y^ z) von 3 Va- 
riabein Xj y, z statt der nicht homogenen Function /'{x, y) wesentlich an Ein- 
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facheit and Symmetrie gewonnen und es würden ohne dieselbe mehrere der 
wichtigsten Untersuchungen nicht ohne die beschwerlichste Weitläufigkeit zu 
fähren sein. Die nachfolgenden Untersuchungen werden aufs neue den Nutzen 
dieses wichtigen Hflifsmittels darthun. 

Es seien x und y die Coordinaten eines Punctes der gegebnen Curve, 
und in diesem Puncto an die Curve eine Tangente gelegt. 

Nennt man p und q die Coordinaten der Puncte dieser Tangente, so 
kann man vermöge der Gleichung derselben^ 

die beiden Coordinaten p und q durch eine einzige Gröfse h ansdrflcken, in- 
dem man 

setzt. Giebt man in diesen Ausdrücken der Grdfse h alle Werthe von — oo 
bis -^-oo^ so erhfilt man die Coordinaten aller verschiednen Puncte der Tan- 
gente. Da jede gerade Linie die gegebene Curve in n (reellen oder ima- 
ginfiren) Puncten schneidet, so wird die Tangente die gegebene Curve aufser 
den beiden im Berührungspuncte zusammenfallenden Puncten noch in it — 2 
andern Puncten achneiden. Für alle Puncte, welche die Tangente mit der 
Curve gemein hat, mufs die Gleichung 

Statt finden. Man setze der Kürze halber 

K^a ^-b M.-C 
und 

indem die ersten beiden Glieder wegen der Gleichungen 

verschwinden. Die Gleichung, deren Wurzeln die n — 2 Werthe von h sind, welche 
die n— 2 Schneidungspuncle der Tangente mit der Curve geben, wird hienach, 

(3.) = -jr A-^ -f M, r- «A. «) 



,11-2^ 
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indem man durch die Division mit A^ die Gleicliong von den beiden zusam- 
menfallenden Wurzeln A == 0, welche dem BerQhrnngspuncte entsprechen, 
befreit hat. 

Wenn zwei von diesen n — 2 Wurzeln einander gleich werden, so 
fallen zwei von den n — 2 Scbneidnhgspuncten in einen einzigen zusammen, 
oder es hat in diesem Puncto die Tangente mit der Cnrve noch zum zweiten 
Male eine BerQhrnng. Bezeichnet man «daher die Bedingungsgleichung, welche 
zwischen den CoöfScienten ir,, i#3, . • ti„ Statt finden roufs, damit die vorste- 
hende Gleichung zwei gleiche Wurzeln habe, wieder, wie oben, mit 

so wird dies iie Gleichung, welche zwischen den Gröfsen x und y noch 
aufser der Gleichung der gegebnen Curve, f{x,y,z) = 0^ Statt finden muis, 
damit die in dem Puncto, dessen Coordinaten x und y sind, an die gegebne 
Curve gelegte Tangente, eine Doppeltangente werde. 

Wenn man in dem zweiten Theile der Gleichung * (3.) yh fOr h setzt, 
so kann man den hiedurch erhaltenen Ausdruck auf eine merkwfirdige Art 
umformen, was sogleich zur Erledigung der vorgelegten Aufgabe fAhrL 

Vermöge einer bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen hat man 

xa ^ yb -{^ zc =^ ,nf =^ 0. 

Wenn man aus dieser Gleichung fOr yb seinen Werth —xa — zc entnimmt, 
und zugleich der KOrze halber 

\—ah = A 

setzt, so erhAlt man nach und nach, 

(4.) {"^ jff(x — xah — zck, y—yah, z) 

= jrf(xA — zckf yAf zA'{'Zah) 
J" ^f zch I zmk\ 

Es Mi 

(5.) fix - cA, y, « -f «Ä) == r, A» + r, A» -f . . + r» A% 

zk 
fo wird, wenn man —r- fdr A fetstf 

Cnllc's jMiuri f. d. H B4. XL. Heft S. . 33 
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und daher zufolge (4.), 

(6.) fu,-{-fu,h-\-y*u,h'^ . . -t r«„Ä-* 

Es sei der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen , wenn man fär A 

« 

seinen Werlb 1 — ah setzt, und nach den Potenzen von h entwickelt, 

(7.) z% + z'ß, h + z'ß^h^ + . . + z'ß, Ä-»-*^ 

so wird 

(8.) y'ti2+r*w3Ä+/ii4Ä^ + • • +y"WnA»-^ 

und daher 

(9.) fu, = z%, fu, = z^ß,, .. ru, = zUi.. 

Diese Gleichungen geben zuvörderst eine vermittelst der Gleichung der Curve, 
^=0, bewerkstelligte Transformation der Coef&cienten y'ti,-. 

Wenn man in der oben gebrauchten identischen Gleichung (2) . 

für die Gröfsen a,, /, m/ 0», 0^ respective iij^2, y, ii — 2, 2, n schreibt, 
so erbftlt man die identische Gleichung, 

Die Gleichungen (9.) geben ferner 
woraus 

folgt. 

Bemerkt man,, dafs dip Determinante der beiden linearen Functionen 
von h, A=::i — aA und A, Aie Einheit ist, so folgt aas (7.) nach dem Satze 3. 
die identische Gleichung, 

Jiz'ß,, eß,, .. z'ß,) = j{ev,, ev,, .. z^v„), 

und daher 

oder endlich, da man auch die identische Gleichung 
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hat, 

(10.) /'-^><''^^^^(ii,, ti3v. . ttj = 55^'»-^><'-^^^^(r„ i?3, . . r„). 

Da die Gröfsen /i, 6, c homogene Funelionen von x, y, z von der- 
selben, der (n — 1)^", Ordnung sind, so werden die Goöfficienten von A' in der 
Entwicklung der Ausdrücke 

« 

j^f(^x^bA, y—ah, z) = iij-f tt^/i + M^Ä^-j ^f^Ä''-^ 

(11.) <i 

' oder die Gröfsen t//^2 und r,^^2) und daher auch die beiden Seiten der Glei- 
chung (10.) homogene Functionen von x, y, z von derselben Ordnung. Denn 
sie werden aus homogenen Functionen derselbetn Ordnung auf ähnliche Art 
gebildet. Dies ergiebt sich auch daraus, dafs die Transformation, durch welche 
die Gleichungen (9.) und die Gleichung (10.) erhalten werden, darin besteht, 
dafs man für die homogene Function yb eine andere homogene Function der- 
selben Ordnung, — {xa'\-zc)^ setzt, wodurch eine homogene Function von 
X, y^ z nicht aufhört homogen zu sein und von derselben Ordnung bleibt. 

. Wenn man z = \ setzt, so ersieht man aus (lO.)? dafs die Function 

mittelst der gegebnen Gleichung /'==0 in die Function ^(»2, t?3, .. v„) ver- 
wandelt werden kann. Es kann daher zufolge des Satzes (1.) auch die Function 
^(ti2, 1I3, . . Un) selber in eine andere//' verwandelt werden, deren Grad um 
(n— 3}(n4"2) Einheiten niedriger ist als der Grad von -^(rj, r,, .. v„). 

Die Anwendung 4es Satzes 1. setzt voraus, dafs die Glieder der höchsten 
Dimension in f nicht sämmtlich durch y theilbar seien, oder dafs unter ihnen 
das Glied o?" nicht fehle. Dies kann aber immer durch eine blofse Änderung 
der Coordinaten-Achsen bewirkt werden. 

Bezeichnet man den Grad von r/.^2 mit 0,, so zeigt die zweite der 
Gleichungen (ll.)? dafs die Zahlen £(i, iSi, .. B^^2 eine arithmetische Reihe 
mit der DiiFerenz n — 2 bilden,- deren erstes und letztes Glied, 

JB„ = ii — 2 + 2(n— 1) = 3» — 4, Ä,^2 = w(n— 1) 

wird; Sttbslituirt man diese Werlhe in die Formel des Satzes 2. , indem man 

33* 
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zugleich tn = n — 2 setzt, so folgt aus diesem Satze, dafs der Aasdrnck 
-i(t?2, r3, . . v„) vom Grade 

(n~3)(Bo+Ä».2) = (ii-3)(nH2n-4) 

■ • 

ist. Es wird daher J' vom Grade 

(n — 3)(w'4-2ii — 4) — (» — 3)(n-|-2)= (ii — 3)(ii^-f-n — 6) 
= (ii — 3)(ii + 3;(n — 2)= (»— 2;(«' — 9), 

oder es kann die Function ^(ti2^ ^^39 •• ^») mittelst der Gleichong ^=0 in 
eme andere J' verwandelt werden , welche nur auf den Grad (n — 2} (n^ — 9) 
steigt. Es kann daher das System der beiden Gleichungen, 

f= 0, JiU2, II3, .. Iln) = 

durch das System der beiden Gleichungen /'=0, J'=zO^ ersetzt werden, 
von denen die erstere vom Grade n, die letztere vom Grade (n — 2)(it^ — 9) 
ist, und jedes System Werthe von x und y, welches das eine System Glei* 
chungen erfüllt, wird auch das andere erfüllen. 

Den Gleichungen /*=0,^/'=:0 genügen im Allgemeinen n{n—2)(n^—9) 
Systeme Werthe von x und y. So viel Systeme von Werthen von x und y kann es 
daher auch nur geben, welche den Gleichungen f= und J^u^^u^^ . . tij = 
genügen, oder der Gleichung /*= genügen und in die Functionen u,, ti,^ . . ti„ 
substituirt, denselben solche Werihe geben, dafs die Gleichung 

zwei gleiche Wurzeln erhfilt. Diese Werthe von x und y sind aber die 
Coordinaten derjenigen Funde der gegebnen Cnrve n^^" Grades ([/*=: 0), 
welche die Eigenschaft besitzen, dafs die in ihnen an diese Curve gelegten 
Tangenten dieselbe noch in einem andern Puncto berühren oder von ihr Doppel- 
tangenten sind, d. h. es sind diese Werthe der Gröfsen x und y die Coor- 
dinaten der Berührungspuncte der Curve mit ihren Doppeltangenten. Es erhellt 
daher aus dem Vorstehenden, dafs diese Puncto die Durchschniltspuncte der 
gegebnen Curve n^'"'' Grades (/*= Ü) mit einer andern ( /' = 0) sind, welche im 
Allgemeinen auf den Grad (n — 2)(it^ — 9) steigt, und dafs demnach im Allt/e" 
weinen die Anzahl der Berü/irungifpuncle , welche eine Curve n^^'* Grades 
mit ihren Doppeltangenten hat, it(it — 2)(n^ — 9) beträgt. 

Von den sfimmtlichen Berührungspuncten der Doppeltangenten gehören 
aber immer zwei der nfimlichen Doppeltangente an, und es isl daher ihre halbe 



%. 



24. C. G. J. Jmcobi, über die Anzahl der Doppeliangenien. 253 

Anzabl die ADsahi der DoppeltaDgenten. Es haben also die Carven nten 
Grades im Allgeoneinen 

iii(ii-2)(»' — 9) 

DoppeltaDgenten; was zn beweisen war. 

Der vorstehende Beweis beruht ganz auf der merkwflrdigen Glei- 
chung (10.), welche ihrerseits wieder aus der Gleichung (4.), 

n^^ybh, y~yah, z) = (1_«ä)y(^-^^, y, z + -^) 

abgeleitet worden ist. Setzt man 

A = i — a/ij B = i — 6h, C = 1—ch 
A = 1-f «A, B' = 1 + *Ä, C = l + cA, 

ferner 

f(x, y+rÄ, z — bA) = (p{h) 

f{x—eh, y, z-\-ah) = y,(Ä) 

f{!t-\^bh,y — ah,z) = <pt(h), 

so erhfilt man auf ganz fiiinliche Art, wie (4.), die Gleichungen 

(12.) {y(»Ä) = Ä"9),(-^), 92^)= jB'>(-^) 

Ans der ersten der beiden in der ersten Horizontalreibe befindlichen Formeln 
ist die Gleichung (10.) hergeleitet worden; dieselbe bätle auch aus der zweiten 
Formel derselben Horizontalreibe gefunden werden können. Aus den in den 
beiden andern Horizontalroihen befindlichen Formeln leitet man zwei der 
Gleichung (10.) Ähnliche Gleichungen ab, wobei es wieder gleichgflltig ist, 
welche von den beiden in derselben Horizontalreihe befindlichen Formeln man 
hiezu anwendet Die so gefundnen Resultate will ich im folgenden Theorem 
zusammenstellen : 

Ea werde mit ^(cty, «d • • ^m) die rationale ganze und homogene Func- 
tion der Gröfsen Ou? ^m •• «m von der (2f7t — 2)'^" Ordnung bezeichnet, 
welche, = gesetzt, die Bedingung giebt, dafs eine Gleichung 

zwei gleiche Wurzeln habe; es sei ferner f(Xf y^ z) eine rationale ganze 
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und homogene Function der Gröfsen x, y, z von der n*^" Ordnung; end- 
lich setze man 

<p,Xh) = f{^-V^h, y—^h, z) = «,AM-«,Ä^+ . . +tt„A- 

^(t?o, t?3, . . V„) = Ji 

WO z/,.z/i, z/o homogene Functionen von ;r, y^ z von der Ordnung 
(n — 3)(n^-|-2n — 4) sein werden, so folgen aus der Gleichung f(x, y, z) 
= die Proportionen, 

(13.) J:J,:A = 55^''-^>(''+^>:y^''-^>^''+^>:j!C'-^H"+2>. 

Ich will jetzt an den vorstehenden Beweis noch einige andere Be- 
trachtungen knüpfen, welche dazu geeignet sind, auf die hier angewandte 
Methode gröfseres Licht zu werfen. 

Über die Anzahl der Wendepuncte. 

Die vorstehende Untersuchung giebt auch die Anzahl der Wendepuncte 
einer Curve n'^" Grades. Wenn nämlich die Gleichung 

welche zwei Wurzeln A = hat, noch eine dritte Wurzel ^'O hat, welches 
die Bedingung t^2 = erfordert, so entsprechen dieser dreifachen Wurzel drei 
z usamnienfallendeDurchschnittspuncte der Tangente und der Curve, oder es 
wird der Berührungspunct ein Wendepunci. Die Werthe von x und y, welche 
aufser der Gleichung f=r.O noch die Gleichung 112 = erfüllen, sind daher 
die Coordinaten eines Wendepunctes der gegebnen Curve. Der Grad der 
Function u^ kann aber vertnitlelsl der gegebnen GMchung f=^0 um zwei 
Einheilen verringert werden^ wie aus den obigen Formeln erhellt. Man er- 
halt nämlich ans (6.), wenn man darin A = 0, 21 = 1 setzt, die Gleichung 

In dieser jGleichung sind u^ und V2 rationale ganze homogene Functionen der 
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Gröfsen x, y, z von der Ordnung n — 2-f2(ii — l) = 3n — 4. Es wird 
daher 9 wenn man 2=1 setzt, die Function y^u^ einer Function v^ gleich, 
welche in Bezug auf x und y von einem um 2 Einheiten niedrigeren Grade 
ist. Zufolge des Satzes 1. kann daher der Grad von t/2 ebenfalls um 2 Ein- 
heiten verringert oder r/2 &uf eine Function u^ vom Grade 3 /i — 6 gebracht 
werden. Die Wendepuncle der gegebnen Curve (/'=0) sind daher ihre 
Durchschnittspuncte mit einer Curve (1/3 = 0) vom Grade 3(n — 2), und es 
ist daher die Anzahl der Wendepuncle einer Curve n*''" Grades im All-- 
gemeinen 3ii(n — 2); welches die von Hrn. Plücker fOr diese Anzahl ge- 
fandno Formel ist. 

Es zeigt aber die Formel (6.), 

dafs sich auch alle übriffen Functionen ti^, ti«, . . fi„ mittelst der Gleichung 
/*=0 auf andere reduciren lassen, deren Grad um 2 Einheiten (feringer 
ist. Substituirt man nämlich in dieser Formel fQr A seinen Werth 1 — ah 
und setzt die Coefficienten der einzelnen Potenzen von h einander gleich, so 
erhfilt man allgemein y'^u^ gleich einer homogenen Function von x, y, z 
von derselben Ordnung, welche aber den Factor z^ enthält. In Bezug auf 
X und y \s\vA daher der Grad dieser Function um 2 Einheiten niedriger als 
der Grad von y'^u^^ und man kann daher, dem Satz 1. zufolge, auch fi„ 
selber auf eine Function von einem um 2 Einheiten niedrigeren Grade reducirep. 

Man erhält aus der vorstehenden Gleichung die folgenden, welche dazu 
dienen können, die Gröfsen ti„ durch die Gröfsen v^ auszudrücken: 

y^u = «^Pj — (» — 2)«'ap, 

etc. etc. 

und allgemein 

(14.) r«™ = »>„ - (n-in4-l)«-W„_,+ ^"-'"+{|<;-'"+'^) g"'-vt>,... 

(M-m+l)(»~m+2)(ii-.m+3) _, , 

1.2.3 * '^*'— * 

+ 

± r72 . . (m-2) *^* *'»-. 
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Die umgekehrten Formeln, mittelst welcher die Fnnctionen v^ durch die Func- 
tionen u^ ausgedrOckt werden, erhalt man aus der Gleichung (12.) ^ 

Zufolge dieser Gleichung erhfilt man nimlich aus den aus der Gleichung 

zwischen den Functionen u und r abgeleiteten Relationen die umgekehrten, 
wenn man die Functionen Ui und r^ und die Gröfsen y und z, so weit sie in 
diesen Relationen explicite vorkommen, mit einander yertauschl und gleich- 
zeitig — atüra setzt. Man kann ferner in den so erhaltenen Formeln fOr 

X, a, w; y, h, r; z, c, u 
respectiye 

V, b, v; z, c, Uß X, a, w 

oder 

z, c, U} X, a, wf y, b, v 

setzen, wodurch man alle bezflglich aus den 6 Formeln (12.) folgenden Gleichungen 
erhalt, welche die zu einem der Systeme der Coöfficienten u^, r,^, w^ gehören- 
den Gröfsen durch die zu einem der beiden andern gehörenden Gröfsen aus- 
dräcken. Man kann auf diese Weise aus (14.), wenn man der Kfirze halber 

M _ (n— m4-l)(n— m+2)..(yi— itr+ f) 
• 1.2.. i 

setzt, die folgenden 6 Gleichungen ableiten: 

fy^ u^ = «"•»«— ilfi«'""*<i r^«t + MiZ^'^ä^ r„_4i . . + iH^.»«^ ä**"* r, 

(15.)^ 

FQr »1 = 2 ergeben diese Gleichungen: 

(16.) ti2:r2:ti'2 = z^:y^:^\ 
oder die beiden Gleichungen, 

von denen die erste dazu gebraucht worden ist, die Anzahl der Wendepunctd 
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in bestimnen, wozu aber auf gans gleiche Weise auch die andere hfttte an- 
gewandt werden können. 

Ober die Anzahl der gemeinschafUicben Tangenten zweier Curven. 

Die sur Bestimmung der Anzahl der Doppeltangenten im Vorigen an- 
gewandte Methode kann auch dazu dienen, die Anzahl der gemeinschaftlichen 
Tangenten zu bestimmen, welche man an zwei gegebne algebraische Curven 
legen kann, ohne dafs man biezu die Theorie der gegenseitigen Polarifftt 
zweier Curven zu Hülfe zu nehmen brauchL 

Es seien fp{x, y, z) und f^x^ y, z) homogene Functionen von x, y, z 
von der m^^" und n^^" Ordnung. Bedeuten x und y die Coordinaten eines 
Punctes und z eine Constante, z. B. die Einheit, so werden 

q>fx, y, z) = 0, f{T, y, «) = 

die Gleichungen zweier Curven rn}^" und n*^" Grades, welche ich der Kflrze 
halber die Curven q> und f nennen will. 

Es seien x und y die Coordinaten eines Punctes P der Curve f; 
setzt man wieder 

df df , df 

so kann man, wie im Vorhergehenden, die Coordinaten p und q der ver- 
schiednen Puncto der in P an die Curve f gelegten Tangente durch eine 
einzige Gröfse h mittelst der Formeln, 

p = X'\'bh, i/ «t y— ah 

bestimmen. Die Werthe von h^ welche den Schneidungspuncten dieser Tangente 
mit der Curve (p entsprechen, werden dann durch die Gleichung 

V(P*9^^) = <p{x-\'bh, y^ah, tr) = 
bestimmt. Die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Gröfsen x, y Statt 
finden mufs, damit diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln h habe, bestimmt die«- 
jenigen Puncto P der Curve f, welche die Eigenschaft besitzen, dafs die in 
ihnen an diese Curve gelegten Tangenten auch die Curve (p berOhren. Die 
Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten, welche man an die Curven f und (p 
legen kann, wird der Anzahl dieser Puncto gleich. 
Es sei 

y(x-f-M, y — ah, z) = Wo+M + «a**+ ' ' +«*»«*% 
und es werde wieder die Bedingungsgleichung, welche zwischen den Gröfsen 

CreUe^i Jomrnal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 34 
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«u, iii, . . 11^ Statt finden mufs, damit diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln 
habe, mit 

J{%,, Ui, ti,, . . 11^)*== 

bezeichnet, wo J eine homogene Function der Gröfsen tio, iii, . . u^ von 
der {2m — 2)^*" Ordnung ist. Diese Function kann vermittelst der zwischen 
den Gröfsen x und y Statt findenden Gleichung fix, y, z) auf einen niedri- 
geren Grad gebracht werden; wie aus den folgenden Betrachtungen erhellt. 
Da 

xa-\-yb'\ zc = nf =^ 0, 

so wird, wenn man wieder A^^i — ah setzt, 

(pix-f^ybA, y — yah, z) 
= (p{x — xah — zchf y — yi/A, z) 
= (p{xA — zch, yAj zA^zah) 
-- / zch , zah\ 

Setzt man daher 

(p(x — ch, y, z-\-ah) = Vu-\- Vih -\' v^hr -{ •• -fi>„,A'", 

SO mnfs dasselbe Resultat erhalten werden, wenn man hierin -j fOr ä setzt 
und mit A'^ multiplicirt, oder, wenn man in dem Ausdrucke 

q>{x-\^bh, y — uA, z) = tiy+iiiÄ-|-ti2Ä^+ • • -f^'m*"' 
yh fär y setzt. Man erhalt hieraus die Gleichung 

Es werde der Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen , wenn man für A sei- 
nen' Werth 1 — ah substituirt und nach den Potenzen von h entwickelt, 

(17.) /3,+yi,A-f./S,Ä^-f .. -L/J^A- 

so bat man 

(18.) tio = ßo, yni = A, y'^Ui =^ ß^, . . y'^u^ =^ ß^. 

Zufolge des Satzes 3. erhfilt man ferner aus (17.) die identische Gleichung, 

^(/^U, ßx^ ßl^ • * ßm)^ 
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und wegen (IS.)? 

= ^/(ti,„ yti,, /w,, . . y'^ii^). 

Aus dem Satze 2. folgen aber, wenn man darin fflr die beiden lineftren 
Functionen von h die Ausdrücke 1 und %h oder 1 und yh, deren Deter- 
minanten respective z und v sind, annimmt, die identischen Gleichungen, 

Es wird daher 

(19.) ^(./9„, /?,, A, . . /U 

Die beiden Ausdrücke rechts sind homogene Functionen von x^ y^ z von 
derselben Ordnung. Setzt man daher z = \^ so zeigt die Formel (19.), dafs 
man mittelst der Gleichung /*= die Function 

.in die Function 

verwandeln kann. Man kann daher, dem Satz 1. zufolge, die Function 

selber mittelst der Gleichung /*= in eine' andere rationale ganze Func- 
tion J' verwandeln, deren Grad um mm — m niedriger als der Grad von 

.'/(r,,, fi, . . r^) ist. 

Nennt man Bi den Grad von tv, so bilden die Zahlen A09 ^m ^29 •• 
. . Am eine arithmetische Reihe und es wird 

Ä, = m, B^ = m{n — 1). 

Es wird daher zufolge des Satzes 2. die Function ^{v^i^ t'i? • • ^m) &Qf 
den Grad 

(m-l)(Äo+ÄJ = mn(rii-l) 

steigen, und also die Function J\ in welche man J mittelst der Gleichung 
^=0 verwandeln kann, auf den Grad 

»111(171 — 1) — m{m — 1) = m{m — !)(» — 1). 

Die Puncto P der Curve /; welche die Eigenschaft besitzen, dafs die in ihnen 

34* 
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ap die Gorve f gelegten Tangenten auch die Corve (p berfihren, sind daher 
die Durchschnittsponcte der Curve f vom n'*''' Grade mit einer Carve vom 
Grade iii(m— l)(n— 1), deren Gleichung z/' = ist, und es wird daher die 
Anzahl dieser Puncle oder die Anzahl der gemeinschaftlichen Tangenten, 
welche man an die beiden Curven f und (p legen kann, im Allgemeinen 

r/in(r#i— t)(n— 1). 
Dieses ist genau die Anzahl, t welche sich durch die Betrachtung der Polar- 
curven ergiebt. NennI man nSmlich f' und q>' die Polarcurven von f und (p^ 
so entspricht jeder gemeinschaftlichen Tangente von f und fp ein Durchschnitts- 
punct von f* und q>'. Diese Curven sind aber respective vom Grade n (n — 1) 
und m(m — 1), und es ist daher die Anzahl ihrer Durchscbnittspuncte im All- 
gemeinen tn(m — l).n(n — 1), welches daher auch die Anzahl der gemein- 
schaftlichen Tangenten der Curven f und (p sein mufs. 



Königsberg, den 30ten December tS49. 

Fflr Ihre Mitthetfung des Beweises von den Doppeltangenten mufs ich 
Ihnen auch insofern dankbar sein, als ich mich dadurch aufgefordert fohlte, 
einen letzten Versuch zu machen, die Curve* zu bestimmen, welche durch die 
BerOhrungspuncte der Doppeltangenten einer Curve 4ter Ordnung hindurchgeht, 
befreit von allen Oberflflssigen Termen. Dafs eine solche existirt, wufste ich 
vorher, denn ich kann 7 Kegelschnitte augeben, welche durch sftmmtliche Be- 
rOhrungspuncte hindurchgehen, nicht auf die Weise, wie der unrichtige Plücker- 
sehe SatsE Ober die Kegelschnitte, welche die Curve in den Berührungspuncten 
schneiden sollen, vermuthen Tiefte, sondern auf eine ganz andere Art, die ich 
wegen ihrer Weitlfiuftigkeit hier nicht angeben kann. Der Versuch gelang und 
folgendes ist das Resultat: ti = sei die Gleichung der Curve 4ter Ordnung, 
J die Determinante der Function ti» zusammengesetzt aus ihren 2ten Differen- 
tialquotienten tin, ti^, . . . Es seien ferner z/i, ^2, z/j, ^n, ^^229 • • • die 
ersten und zweiten partiellen Differentialqnotienten von J. Setzt man nun 



Vu = 


= «««»—«% 


»M 


— «ijWia — «ii«M 


»« = 


= «sjWn — «u 


Vit 


— «M«»--««Msi 


"m = 


= ttit«M — tt« 


r« 


= Mn«ji — WjjW«, 



SO ist die gesuchte Gleichung vom 14ten Grade folgende: 

{Jl Vu -f J^ Pa -j- J^ r» -f 2 ./i ^j r» + 2 A ^i »3»+ 5* ^i A »«} 

Die anliegenden Abhandlungen haben Sie wohl die GQte an Herrn 
G. R. CrelU zu befördern. Zum neuen Jahre den aufrichligsten GIflckwunsch 
Ihres ergebenen Sebfllers ^,,^ ^^,^^ 
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25. 

fixtraits de lettre» de M. Ch. Hermite ä M. Jaeobi 
sur difiSrents objets de la theorie des noinbres. 



Premiere lettre. 



Jl res de deux anoees se sont ecoulies, sans que j^aie encore repondn 
a la lettre pleine de bonti, que Vous m'avez fait rhonneur de m^öcrire*). 
Aajourd*hui, je vieos Vous sapplier de me pardonner ma longue negligence^ 
et Vou5 exprimer tonte la joie, que j'ai ressentie en me voyant une place dans 
le recueil de Vos oeuvres. Depuis long-temps iloigne du travail, j'ai ete bien 
touche d^un tel lemoignage de Votre bienveillance ; permettez-moi ^ Monsieur, 
de croire qu'elle ne m'abandonnera pas; eile me deviept encore en quälque 
Sorte d'un plus grand prix, en me sentant, apres un long intervaUe ramene 
de nouveau a Tetude, sur la voie de quelques nnes de vos pensdes. 

J'ai cru voir Porigine de belles et importantes questions d^analyse dans 
cette partie de Votre memoire : „De functionibus quadrupliciter perlodicis etc."' 
oü Vous etablissez rimpossibilil^ d^une fonction a trois pdHodes imaginaires. 
L'algorithme si singulier, par lequel Vous reduisez a un degre de petitesse 
arbltraire les deux expressions 

ma + mW + m' V, mb + m'V + m"b\ 

n'est-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d'approximalion , oü les 
principales questions de la thiorie des fractions continues, viennent se repre- 
senter, sous un point de vue plus etendu? 

Par exemple, itant donn^es deux irrationnelles Ä^ B^ on pourra de- 
terminer lorsqu'elle existe, toute relalion lineaire teile que: 

Aa'\^Bb'\^c = 

oü a, b^ Cf sont entiers. Qu^on prenne en elFet, 

mA — m*s=:a, mB — m" = ß, 



*) Ceite lettre imprimee danif le Journal de H. LiouviUe vol. XI page 97 el dsns le 
premier Yolome des „Opuscuia Mathematica*' page 357 porte la data du 6 aoAt 1845. J. 
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a et ß pourroni devenir aussi pclils que Ton voudra, d'aillears on en conclura: 

Le second merobre de cette egalite est un norobre entier, donc aa-\-bß ne 
pourra diminuer au dela de Tunite sans se redaire a zero. Ainsi le calcal des 

nombres, m, m\ m*\ pousse a cette limite, il n^y aura plus qu'ä converlir — 

en Traction continoe pour obtenir la relation cherchee. 

Cherchant a appliquer le nouvel algorithme, aux irratiounelles , definies 
par des equations du S*" degre a coefficients entiers, j'ai vu s'oifrir quelques 
questioiis d'une grande eleudue auxquelles je me suis principalemenl applique, 
et qui m'ont amene a considerer la melhode d'approximation que je me pro- 
posais d'etudier, sous un point de vue bien eloigne de son origine. G^est dans 
quelques proprietes tres elementaires .des formes quadratiques a un nombre 
quelconque de variables, que j'ai rencontre les principes d'analyse doni je Vons 
demande la permission de Vous entretenir. 

J'ai tire de ces principes une deroonstralion de Votre beau theoremc 
sur la decomposition des nombres premiers 5f/?4-l> en quatre factcurs coro- 
plexes^ formes des racines cinquiemes de Funite. Je ne sais, Monsieur, sMI 
me sera donne de Vous suivre dans les nouvelles regions de rArithmetiqoe 
transcendante, dont Vous avez ainsi ouvert la voie. Jusquici, j'ai eu pIutAt 
en vue dans cette rechcrche, l'application qui s'oiFre d'elle-mdme ä la theorie 

de la division des fonctions Abelienncs dependante de Tintegrale /'j7T—~r 

Peut-etre« d'ailleurs. trouvera-t-on la, des elements nouveaux, pour cette 
quesiion si difficile ' des lois de reciprocite des-residus de 5" puissance, sur 
laquelle Vous avez le premier appele Tattention des georoetres. 

Tout polynome homogene du second degre a n -f 1 variables, 
peut dtre mis sous la forme: 



Si Ton pose: 






en nommant D le determinanl relatif ä ce Systeme d'equations lineaires, la 
substitotioo des variables AlJ,, AT,, .... X„^ conduira ä an nouveao polynome 
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qiie je representerai ainsi, savoir: 

* \'^*ü > ■'*t > " • • '*-") 
U 

Cela etant, je nommerai D, le deterroinant de /', e\F, ia forme adjointe a /'; 
OD troQve ensuite aisement, t/ue la forme aäfoinfe ä t\ aera: D^^^f. 

La uotion des formes adjointes donne le theoreme suivant: 

Si la forme /*, ä /i-fl variables j?o, j^i, ... j?„, se chauge par la sub- 
slitution : 



en la forme g, qui n'en renferme plus que n, le delerminant relatif a y^ 
s'obtiendra parla forme adjointe J^^^, en donnant aux variables ^j, X^^ ... X^ 
respeclivement, les valenrs representees par les coefficienls des termes 
x',,, Xi^ • . x^ dans le determinant de la Substitution, ces derniers termes 
etant regardes corome une (u-fl/^'"'' colonne de coefficients. 

Un autre theoreme essentieK dans mon analyse, se fond sur la proposition 
aisee a demontrer, qu'elant donnee une forme binaire [a, b, a') de deter- 
minant negatif — Z> et dont les coefficients ne sont plus entiers, mais des 
quantites quelconques, Ton peul toujours (rouver deux nombres entiers premiers 
entre eux, a, /?^ tels qu'on ait: 

ua" -|- 2bai3 -f- a'(P < }{iD ). 

Quant aux formes de determinant positif D, on obtient dans touts les 
cas la limite inferieure: 

Soit actuellement ^(j?o, x^^ . . .. x„) une forme quelconque a n\-i va- 
riables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels , et dont le deter- 
minant soit D en valeur absolue, Je dis qu'on pourra toujours trouver 
II -fl nofnbres entiers^ «^ /?> y> ... ^^ tels qu'on ait: 

Supposons que ce theoreme soit vrai pour las formes de n variables, 
on pourra demontrer qu'il est vrai aussi pour les formes de n-f 1 variables, 
ü sera donc vrai en general puisqu'il a iieu pour les formes binaires. Gatte 
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demonstration se base sar le lemnie, 

que Ton peat toujours determiner n colonnos de n-f 1 aombres entiers 
telles qa'en ajoulant une (n-f-lV^""* colonne et formant le delerminant, 
les coefficienls mulUplies dans ce determiDanl par les differents termes de 
la (n-^l)'*^ colonne, soient des nombres entiers donn^s. 

En effet, etaot proposes n-\-i nombres entiers quelconques, 

d^terminons a, b, c, ...k d^une part, c', d', . . . k de rautre"!, par les eqoalions : 

aß — Aa = n|, c'y — C7ri = 7r2, . . . kx — Apti^., =;i^_i, 

oü 7i| designe le p. g. c. d. de a et ß, ti, le p. g. c. d. i^e y eX n^^ . . . n^_^ 
le p. g. G. d. de tnr^.2 e\ x, on saura prouver que le ddterminant du Systeme: 

(0) -^ -^ — . . • bcd...k.l 

(1) — -— —-7- — — - — — - . . . '^acd...k.X 

Hj >i, n, n^ 

(2) 5^ ^ 4r- . . . c'd...k.k 

n, n, n^ 

C3) — ?- --4^ ..• -rf'...*.A 



(w) . . . (-irn,.,, 



M/; 



a(0) + /3(l)+y(2)+..- + x(fi). 

Ce lemme Joint an theorime ci-dessus fait voir que si Con deduit 
if IHM forme f de ft -f 1 variables une autre fi^ de n variables , en 4?tiA- 
stiluant aux n -f 1 variables des fonctions lineaires de n variables a/fectees 
de coefficienls entiers, on pourra choisir ces fonctions ä substituer de 
fnaniere que le de'terminant de f^ devienne 

F{a,ß,...l), 

F etant la forme adjoinle de f et a, ß, ... l des entiers donnSs ä Car^ 
bitraire. 

L'adjointe de F etant D'^'^f, on ponrra donc aussi dcduire de F nne 
forme de n variables F^ dont le döterminant ser'a 

D'-'fia, ßl...k), 

a, ß, ... k itant des entiers donnes qaelconques. Donc, dans rhypotbesa 
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admise pour des formes de n variables, la forme Fo et par suite la forme F 
eile m£me, ponrra prendre une valeur moindre que 

valeur que je d^signerai par F{a^^ßi^^ . . ^0. On prouve de la mdme ma- 
niere que f pourra prendre une valeur moindre que 

.(i)*<"-*V^(«ü,/?ü,..^), 

valeur que je d6signerai par f{a!, ß\ . . V). On aura donc 

et par suite 

En continnant de la m£me maniere et en posant 



n*— 1 



N> 



!•«— 1 -t 



on treu Vera successivement 

d'ou suit 

Am) <^ / «' »•♦ * »•c«-o y/^). 
On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir a une valeur de f, 



fi« 



n+l 



ce quMl fallait demontrer. 

De nombreuses questions me semblent dependre des rdsultats precedents. 
Yoid en pretmier lieu comment j'ai essaye d'y ramener Votre nouvean mode 
d'approximation. 

A el B 6tant les quantites donnees, je considere la forme temaire 

dont le determinant est une quantit6 positive quelconque ^. Pour toutes les 

valeurs de J, on saura determiner trois nombres entiers, m, w!, nil\ tels 

qu'on ait: ^t 4 . 

(m' - Amf \ (m"_ Bmf + 5. < f . ^, 

CreUe's Joornal f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 35 
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et par suite: 

Les deax premieres relations fönt voir qu^on peut rendre sinamltanemeiit 
d'un degre de pelitesse arbitraire, m' — Am, m" — Bm, la troisieme donne 

la noesure precise de Tordre d'approximation des fractioDS — ^ — , en mpn- 

tränt que Perreur est proporlionnelle a , . Enfin la forme adjointe de f, 
6tant: 

le caicul Gonduit eucore a une suite de nombres entiers, tels que ol, ß, y, 

1 1 

qui rendent la fonction lineaire Äa -\- Bß -f y, de Tordre -r ou -r;- , et on 

demonlre qoe s'il existe une relalion teile que: Aa'\'Bb'\'C=^0^ a, h, c 
etant entiers, on verra la fonction Aa'\'Bb'{-c, s'offnr necessairemeut a 
partir d^un certaine valeur AeJ, puis se reproduire indifiniment, pour toules 
les valenrs plus grandes. 
Voici d^autres consequences. 
Seit 

F(,x) = a?'* + ilj?"-*-f -.-f l£r-f L = 

une equation quelconque irreductible ä coefficienls entiers et dont a, ß, . . l 
soient les racines; si la congruence F{x)^0 admet une Solution x^a 
pour un certain module N, en posant: 

^09 ^1 o^c. d^signant des entiers, la forme 

f = v(«)y(/?)-- vW 

repr^sentera toujours des nombres entiers multiples de N: or je dis 
qu'on pourra trouver une infinit^ de systemes de valeurs de :ro , a^i , . . x^^i 
pour lesquelles on ait 

f = ilf.iV, 

rentier Si itant an dessous de la limite, 

dans laquelle ^4 represente le prodnit des n{n—\) diif^rences des ra- 
cines a, ßy , . l prises deux a deux. 
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Supposons en premier liea les racines a, ß, . . X reelles, je considere 
la forme qaadratique a n variables: 

oü Z^o) A) •• ^N-i sont essentieliement posilifs: soitJ9^ le determinani de ^ 
00 sanra tronver pour Xq^ ^d - • ^n-i? ^n Systeme de valears entieres telles 
qu^on ait: 

« 
w etant moindre que Tanite. Or le prodail des quantiles positives D^tp^a, 

Diq^ß etc. ne poarrä jamais d^passer son maximum ^— ^ , correspondant au 
cas oü elles sont toates egales, on aura donc: 

/>„A..i>,_,r<(f)»"<"-«^. 

II faut ici obtenir D, qui est le diterminaot relatif au Systeme des öquations 
ÜDeaires dont les premiers membres seraient: 

Or on trouve sans difficnlti: 

ee qai condoit i la Umite annonc^e. 

Comme il ne reste dans le resultat aucune trace des quantit6s, D^i^ 
./>!, . • D^i^ il suit qu^en leur attribuant tontes les valeurs possibles, les 
mSme$ multiples de N se reproäuiront nScessairement nne m/lmti de fois, 
paur uns infinite de systemes de vateurs distinctes de x^,^ ^i , • • ^„-i • 

Si.r^^uatioD proposee, F(x) = 0^ n'a plus toutes ses racines reelles, 
on fera correspondre dans la forme f^ a chaque couple de racines conjognies 
a, ß, le produit Doq>(a)<p{ß)^ au Heu de -Düy^(«) + Ay'(/5}. Dans le cas 
oü tontes les racines seraient imaginaires, ce qui suppose le degri un nombre 
pair n=z2fi, on sera conduit de la sorle a la forme 

Le determinant s^obtient aussi dans ce cas aisement, et Ton trouve: 

35* 
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Comme on a d^ailieurs: 

et 

on en tire la limite: 

M < (4)*"<"-'>(^)*, 

qui ne differe pas de celle qae noas venons d'obtenir dtfns le cas des ra- 
eines reelles. 

Supposons qae reqaation proposee seit: 

qai donne Heu ä une con^uence soluble pour tont module premier jV= Ar/i-f 1, 
J sera alors: p''^. Aiosi dans le cas de ;9 = 5, on aara la limite 

(4)'(i:)* 

laquelle est >>1 mais <C2, donc on aara pr^cis^ment 

f = iV. 
C'est, comme Voas voyez, Monsieur, la demonstration de Votre tbeoreme. 
Mais il y a plus. Prenant p = 7^ on trouve Texpression 



(l)'©', 



qui est raoindre qae 6. Or la forme ötant toujours ^0 ou"*! saivant le 
module 7, on ne pourra avoir encore dans oe cas que f = N. 

Considerons, en second Heu, reqnation t\z) = 0^ qui a pour racines 

les i(p— 1) piriodes de deux racines de r"^^^ ^^ ^^^ '^ proposilion 

que la congruence P{z) ^= est resoluble pour tout module premier N=kp — 1. 

On trouvera alors : J = p^^^\ d'oü Ton tirera comme ci-dessos la limite 
de M. Dans le cas de p = 7^ ii = 3, il vient: 

4\l/r\* 



« < (4)'Q' 



et par suite üf <! 3. Or il est facile de voir que suivant le module 7 la 
forme f est toujours ^0,1, ou —1. On ne peut donc admettre queilf=l. 
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De lä rösulte ce thioreme, 

que tont nomhre pr emier Tut— 1, eel decomposabie en trois facteure 
complexes formes des racinea de fäquation: 

f^j^e—2z-i = 0. 

En reflechissant anx questions precedentes, j'ai ite conduit a m*occuper 
de la theorie de la reduction des formes qoadratiqaes a an nombre qaelconqae 
de variables, qai m'a semble devoir ötre introduite dans l'elude des expres- 
sions teiles que f. De möme que pour les formes binaires, on obtient ce 
resultat que poar un delerminanl donni, elles se laissent distribuer en un 
nombre toujours fini de classes. La methode de röduction devra reposer encore 
snr Temploi de substitutions lineaires a coefficients entiers, et an determinant 
+ 1, par lesqaelles une forme donnee est changee en une autre enUerement 
eqoivalenle et de m£me determinant. Voici quelques reflexions sur ce sujet. 

Soient d'abord 



les substitutions qui changent f{Xii^Xi^ . . x^) en la forme bivalente et de 
möme determinant FiÄ^^Xi^ .. X^. Nommons 

les formes adjointes respectivement k f el F, pfir la definition m£me donnee 
ci-dessus des formes adjointes, on prouve tres facilement que Ton aura: 

en posant: 

Yo = «yo -\' ßXi + • • + ^Xn 
Y, = a'y, ^ iTy, + . . ^ Üy^ 



II suit de cette proposition que si dans la forme f Ton change seule- 
ment les n variables x^^ x^^ . . x^ en d^autres Xx^ X^^ . . X^^ pour obtenir 
la transformation correspondante de la forme adjointe, on aura ä changer 
senlement les n variables yi, yj, • . y„ en d'autres Fi, Fj, • . F„, et ri- 
ciproquement. D'oü Ton voit qu'en changeant dans la forme adjointe les 
n variables y^i /a^ ••>*»• ^^ iautres Fi, F^, . . F„, par la transfw^ 



270 ^* Letires dt M. Hermite ä M. Jacobi sur la iheorie des nambres. 

matUm correspondante de la forme propoeee, le coeffident de a:^ ne sera 
pas aUird, 

Changeant au contraire, dans la forme proposee, la senle variable otq 
en X par la Substitution , 

les substitutions correspondantes a faire dans la forme adjointe seront, 

yi = ^i — «Vo, yi—Y^— aYü, • . r-^Yn — «^"^o. 

D^ou Ton voit qu'en ehangeantj dans la forme proposee, la seule variable 
^09 P^^ '^ transfortnation correspondante de la forme adjointt ne seront 
alleres que les lermes muUipli^s par /q ^^ Xo« 

Voici le resultat que j^ai obtenu an moyen de ces lemmes: 
„Nommons riduite une forme 

« 

dn determinant D , teile en premier lien qu^en faisant, 



i^ = AX^J^BX,\CX,-\- . . ^LX,, 



on ait: 



Ä<:{iri'D, Ä<i^, c<M, .. L<:\Ä, 



teile encore que la forme adjointe k Ff fi^(Fo, F^, . . Y^)^ represente 
pour 1^1 = 0, eile aussi une forme röduite: si Ton sait ramener les for- 
mes d*ordre n a des formes bivalentes r^duites, on saura aussi ramener 
a des formes bivalentes r6duites, les formes dVdre n-f 1."' 

En effet, lorsqn^on se propose de changer la forme donnee f dans une autre 
eqnivalente /[(^u^ x\^ . . x\)^ an moyen de la Substitution, 

x^ = cwrj-f ^'^1 • • +«^"^^1 
x, = ßx',^ß^x[.. +/3<->;r:. 



on peut prendre pour o, /?, • • iL des entiers quelconques sans commun divi- 
seur, puisqu'on sera toujours maltre de determiner les autres nombres a', ß\ . . l\ 
a^\ ßf\ etc. de maniere que le determinant des (it-f^)^ coefficients seit egal 
a ±1*). Prenons donc pour a, /9, . . A les entiers sans commun diviseur 



*) M. Hermite avait ajoutö k sa lettre la r^solution la plus generale de ce pro* 
biteie publite depuis dans le Journal de M. UouviUe yoL XIV page 21. 
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par lesqaels on peut satisfaire & rinigilitö 

n+l 

en nommant A le coefficient de x!} dans la tranaforoiie ^, on aura A=^ 
fi^'i A • • ^) dt 9 pt^r saite, 

A < [kTiD. 

La forme /^(aro, x^, .. x„) etant transforinee dans la forme öquivtlente 
f{xl,x\ , . . ^0 V supposons en mdme temps la forme adjointe a f^ ff(yo^ Xi^ • • ^'n) 
transformie dans Tadjointe a /"i, ffiiTu^ Xiy Xi^ - • >^). Faisons ensuite dans 
cette derniere Fu = 0, ei ramenons la forme d'ordre n, ^i(0, /i, ^2, .. yi)^ 
ä une forme äquivalente redoite, aux variables Xi\ X^^ • • xH^ Sopposons 
*qae par la m£me sabstilution la forme ^i(}^09 X19 >^9 • • >il) soil changee en 
Sf^i^u^ yiS ya'9 • • yi')^ Celle forme representera pour F=0 la forme reduite 
d'ordre n. Transformons en mdme temps la forme fi(,Xo, x[j .. x'^), dont 
ßi est radjoinle, dans la forme /^{^o, ^1, -^29 • • ^n) dont Tadjointe est ^3. 
De ce qu'on a remarque ci-dessns, il snit qoe par cette derniere transforma* 
Uon le coefficient de x'^^ A, ne sera pas altere. Enfin faisons 

yi = Y,-m,Y,, y;'= F,-VFo, . . /;= F,-m.F„, 

et supposons que par ces substitntions f^ ^t g^ soient changies respeclive- 
ment en 

le coefficient de Xi dans F sera encore ^ et la forme G representera en- 
core pour yij = la reduite d'ordre n. Or posant 

on aara -^^ = -gy et, par suite, 

Donc, iii, m2) • • tn^ pouvant Atre des enliers quelconques, on saura les de- 
terminer de maniire qn'on ait 

B <:^A, C< iA, .. L<:iA, 
et Ton aura ainsi satisfait a toutes les conditions. 
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» 

Je remarquerai ä present qu^etant äonnes 

-^ et G(0, F„ F„ . . FO, 

en mime lemps qüe U determinant D fU F, on eonnaitra la forme 

G(Y„^ Yi^ , . Y,) et, par suite, F(Xo^ -T,, . . XJ. En effet, soit 

F = XoiAXoi- BX, + CJ:, -I- . . + LX„) 

+ a:, (BX^^ ä'x,+ C'x^i- .. 4- LX) 

'■\-X,{CX„-\-C'X,-\-C"X,-\- '• -\-L"X,)' 



on aara 



-\-X^(LX„^L'X,^L"X,+ . . -f-Lwj;), 
C = F„((^)Fo+(Ä)F»+ .. +(L)FO 
+ F.((il)Fo-|-(Ä')F,+ .. +(L')F,) 

+ F„(!(L)Fo+(l.')F.+ .. +(L(»))FJ, 

A(A) -\- Biß) ■{-€(€)-{-"-]- L{L) =D 
A(B)-^B{B')^C{C'^-\- .. -f£r(£,') = 

^(C)+Ä(C') + C(C")+ •• +/'(!'") = 

AiL)-{-B{L')-{-C(L")^ .. 4- X (£<"))= 0. 

Or etant donnis 3-=r- et 6r(0, F^, . • FJ, on eonnaitra 

^^ Bf Cj • . ^ 

et touts les n^ coefficients («0'), (C) etc. , d*ou Ton deduira par les n dernieres 
equations, les valeurs des coefficients 

et par la premiere , D etant aussi donne, celle dn coefficient {A). On eonnaitra 
donc touts les coefficients de &(Fo, F^, . . F„) et, par suite, ceux de 

Par ce qui precede on prouve aisement gue les fotmes d'un ordre 
queleonque attachees ä un meme determinant^ peuvent etre ramenees a un 
nornbre fim d'entre elles. Et d'abord il snit des conditions ci-dessus que 
les coefficients A, B, . . L ne pourront prendre qn^un nombre fini de valeurs, 
ensuile le determinant de la forme ff(0, Fi, F,, . . Fj, etant D'"'^A, sMl 
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est dimontre qae les formes d^ordre n d'nn mdme diterminant peovent dtre 
ramenees a an oombre fini d^entre elles, od n^anra pour chaqae valear de A 
qu'uD Dombre limite de formes G(0^ Yi^ ^^29 • • Y„). Or, par les nömbres 
A, B, . . L el Ib forme &(0, Fi, F2, • • F^), itant d^terminee la forme 
d'ordre n-fl) /^(^m JTi, • . X„), ces formes aussi seront en nombre fini. 
Ainsi la proposition etant admise poar les formes d'ordre n, eile sera d^mon- 
Iree pour les formes dWdre it-f-l« Elle est donc vraie en g^niral puls- 
qa'elle a Heu pour les formes binaires. 

Vous voyez, Monsieur, que j^omets tout-a-fait, le cas important oü 
Ton a ^ = 0; mais cette circonstance n^est point a considirer, lorsqn^on se 
propose seulement de poursuivre les rapports que j'ai essayi d'itablir entre 
les formes quadratiques definies et les expressions designees ci-dessus par f. 
Les resultats precedents me semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches, 
mais dans lequel je n'ai presque fait jusquMci qu'entrevoir une longue sirie 
de questions et* de problemes difGciles ä rdsoudre. 

Convenons d^abord des notations suivantes, savoir: 

en prenant: 

fpi{w) designant la fonclion a coefficients entiers: 

et les quanliles 01», oi|, . . 01^ etant toujours les racines d'une mdme Ra- 
tion irrednclible a coefficients entiers et dont celui de la plus haute puissanee 
est Funite. Je considere ensuite (dans le cas ou toutes les racines sont 
reelles), la forme quadratique definie, d'ordre n-f I9 

f == z>or(«>«)+Ar(«>i)+--+^«rK), 

oii Do^ Di^ . . D^ sont supposes essentiellement positifs. En nommant S2 le 
produit des n(ii-{-l) differences des racines (o prises deux a deux, et J le 
delerminant du Systeme: 

• • • 

• • • 

on trouvera pour le determinant de f Texpression : 

CreUe*a ioonial f. d. M. Bd. XL. Heft 3. 36 
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Cela pose, faisons la substilution : 



les coefficients etant diteroiines par la methode exposie tout-a-rheare , de 
maniöre ä röduire la forme adjointe a f. En posant pour abriger: 

la forme qaadratique f deviendra d^ane part: 
et la forme f, de Tautre: 

Or voici le dernier resultat auquel je suis arrivö, et qui me parait appeler 
bien de recherches apres loi. 

Les sabstitutions en nombre iofini, correspondantes a touts les systemes 
possibles de valeurs des qaantites D^^ Di^ . . D^^ ne conduiront jamais 
qu'a un nombre essentiellement limitö de formes %. 

De la se tire aussi tonte la theorle de la reduction des formes f.; 

Je me suis principalement fonde sur la proposition suivante: 

ätant donnee nne forme quadratique f d'ordre n -f 1 9 de diterminant D, 
reduite d^apr^s la methode ci-dessus, soient 

(a), («'), («"). . . ia^"') 
les coefficients des carres dans la forme adjointe ß, on aura d^abord, 
comme on sait, 

puis ponr tontes les valeurs i= 1, 2, .. n; 

/t etant un factenr nnmirique dipendant nniquement de n et 1. 

Je vais prendre les formes ternmrea pour exemple de la methode qui donne 
ce rösuitat. 

Seit axl-\'2bx^^Xi-\-2cxiiX^'\' eXc. la forme reduite donnee et 
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fOD adjointe g, la theorie generale donne en premier lieu les relations: 

ensaite poiir yo=0, g doit devenir une forme binaire redaite. Cette derniere 
itant representee par {a^)yi'\'2{€?)y\Y^'\'{a'*)y\^ son determinant . comme 
OD le sait, est aD, on a donc encore: 

Or des relations: 

«(*) + *(«') + ^(0 = 
ö(c)-{-6(c')-fc(a")= 0, 

OD dedoit saDS dif&calte: 

Donc, apres avoir niQltiplii les deux membres de la prämiere eqaaUoD par (a"f 
et divisi par a, on obtient: 

et enfin, en rempla^ant a par sa limite superieare: 

La propriiti önoncie ci-dessas des formes reduites, qni m*a long- 
temps 6chapp6 , donne lieu k beaaconp d'autres cons^quences qae je suis force 
d*omettre. Seulement j'observerai encore qu'en prenant pour point de depart g 
an lieu de /, et nommant a^^ les coefficients des carr^s dans cette derniere 
forme, on serait arrive pour les formes ternaires aox relations: 

et on tronverait dans le cas g^niral: 



d*oü Ton tire encore: 



Appliqnons maintenant ces resultats a la forme qaadratiqne: 
dont le determinant a ponr valeur: 
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II est aise de voir qo'on aora: 

flCO = l>,*?(tt>u)+A*Kcü,)+.-+iD,*?(aiJ, 
donc an prämier lieu: 

d'oü: 

C6 qui reproduit une conseqoence obtenoe precedemment Secondement, fai- 
sons abstractioD dans a^^^ du terme D^^l(€Oi)^ il est clair qu'on aura: 

donc combinant cette inegalite avec la suivante: 

et posant pour abreger: 

il viendra: 
d'oü: 

Or V'j(cci) est, comme on le voit aisement, un polynome entier en oi. 
Les diverses valears de ce polynome correspondantes aux diverses racines 
coo) o>i9 •• tt'it) elant tootes finies et mdme proportionnelles a JS^, il en sera 
de möme de toals ses coef&cients qui sont des nombres entiers; de la suit 
immediatemenl le r^sultat que je voulais obtenir. 

On peut mettre en effet jF(€iia) sous la forme: 

*-«..) = *.(„.)jj;+x....^^+..+j:;^+..j, 

OQ bien: 

FC.) = *.«„.,K+i-.^i^+"+^^+"|- 

Donc toutes les formes f en nombre infini, qui correspondent a une mdme 
valeur du determinant J, peuvent 6tre rameniea par les snbstitutions prece- 
dentes a un nombre d^enlr^elles essentiellement limite, car les corabinaisons 
de toutes les valeurs entieres possibles pour les coefficients des polynomes 
¥^(ai) sont en nombre fini. Enfin ces dernieres formes qu'on peut nommer 
reduites, se representeronl elles-mdroes une infinite de fois en employant 
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ßucceesivement les diverses substilutions qui correspondent ä toQts les syslemes 
ie valeurs imaginables des qaaniiies positives Zlo, Di^ .. D„. 

Dan« le cas special des foroies f quo j'ai d^abord eonsidere, pour 
demontrer Votre theoreme sur les nombres preiniers Sm-j-l) on d^montre 
facilement qae les polynomes 9^i (co) conliennent touts en factear le nombre N, 
c^est donc aniqaement de /2 qoe dependront les limites des coefficients dans 
les formes redaites. Oo eotrevoit ainsi la possibilite d^obtenir^ par exemple, 
iout ce qui se ratlache a la representalion des nombres premiers llm-f I9 
par des facleurs complexes formes des racines onziemes de Tuaite, en operant 
non plus sur chaque nombre donne, mais en general sur les racines de Tequa- 
tion rF"s= 1. 

Mais j*ai b&le, Monsieur^ de finir celte longue lettre, ou il n'y a plus 
place pour la theorie des fonctions ellipliques. Je n'ai pu jusqu'ici faire ä 
mon gre celte recherche de Tensemble des transforroalions de la fonction 0, 
ni retrouver ce resullal si remarquable de la reduclion du module ^ ä la limite 
e-^^i^ dont Vous m^avez parle dans Votre lettre. Oserais-je Vous deman- 
der quelques eclaircissements sur ce poinl? Mr. BorcAardt, a eu la bonte 
de me mettre un pcu sur la voie pour deduire les proprietes des fonctions 
de la mulliplication des quatre series j^^-C''a+'^)>^ m^lg j^ -q^ ggjg ^i j^ pourrai 

marcher bien loin. Permettez*moi , Monsieur, de Vous prior de me rappeler 
a son Souvenir, j'ai entendu Mr. Sturm parier avec de grands eloges de son 
memoire publie par 3Ir. Liouville. 

Ayez la bonte, si Vous le jugez convenable, de faire paraitre dans le 
Journal de Mr. Crelie quelques uns des resultats precedents, j'essayerai ensuite 
de les developper plus completement. 

P. S. J'aper^ois u Tinstant quo Talgorilbme indique pour determiner 
les nombres entiers a, ß, . , l tels qu'on ait: . 

peut £lre prisentö d^une mantere bien plus prdcise. 

En premier liea pour les formes binaires de determinant — D: „on 
ne peut objecter que les Operations continuent a Tinfini, car on verrait s'offrir 
une infinite da quanlites a, a\ a" etc. liees par les relations a^a'^a" etc. 
et par consöquent differentes. Mais ä cbacune d'elles correspondent deux 
nombres entiers a^"^^ ßS"^, qui donnent p. ex. 

CreUe*! Journal f. d. il. Bd. XL. Heft a. 37 
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Ces noinbres sont essenliellemenl limiles, donc il faadrait qu'une ni(§ine com- 
binaison a, ß se produisit dans le coars du calcul une infinite de fois, ce qui 
coDduirait a supposer ^ux, conlre Thypolhese, une infinite de lermes de la 
satte a, d, a!' etc.'* 

Pour les formes ternaires: ^designant pour abreger f{a^"'\ ß^'"\ y^'^^) 
par /^'"^ on voit naftre de la continuation du calcul precedemment propose, 
une saite de quantites, f, f, f^ etc. liees par Im relatlons, 

r<.m)'m. r^mft^n etc. 

Or on obtiendra la limite annoncee, des quMI se presentera une valeur /*('^^') 
egale ou superieure a la precedenle f^"'^. En effet, de 

on deduit aisement: 

D'ailleurs on ne peut admellre, dans le cas d^une forme definie, que les Ope- 
rations se prolongenl indefiniment, car les norobres qf-'^^, ß^'"\ y^'"^ etant essen- 
tiellement limites, on verrait se reprodnire une infinite de fois une möme 
combinaison de ces nombres entiers, ce qui ramenerait les mdmes termes dans 
!ä suite f, f, f'/ contrairemenl ä Thypothese. Si la forme f est indcfinie, 
mais a coefficients entiers (seut cas dont j'aurai besoin plus lard), la m^me 
conclusion subsiste, puisqu'une suite de norobres entiers decroissante ne peut 
aller ä Pinfini.'* 

Poür les formes qualernmres. ^Or ici se representent les memes 
considerations que dans le cas des formes ternaires; des que le calcul con- 
duira ä un terme /*('"+^) egal ou superieur au precedent, on obtiendra la 

limite annoncee, öar Aß /t^n+o^^«) et /^'"+'><y'((|y'Z>Y^"09 on deduit: 

4 

/^""^ <I (i)^ /^- D'ailleurs les Operations s'arröteront toujours, quels que soient 
les coefficients, si Ton opere sur une forme definie, et la mdme chose aura 
Heu pour une forme mdme indefinie, mais a coefficients entiers."' 

(La contiftaaCion de cei lettrei au oaliier prodiain.) 
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26. 

Extraits de lettres de M. Ch. Hermite h M. Jacobi 
difi^rents objets de la theorie des nombres. 

{ Conti nuation de ces lettrei aa cahier pr^c^dent) 



Deuxi^me lettre. 



& ermeltez-moi de venir encore Vous soumettre ce qn^il m^est arrive 
de rencontrer sur la theorie des formes quadratignea, depuis la derniere fois 
que j'ai eu Thonneur de Vous ecrire. J^avais öbauche bien a la hftte, dans 
ma lettre, la demonslration de cette propriete generale des formes de m6me 
determinant, de se laisser distribuer eo nn norobre fini de classes; depuis ]*ai 
ele amene a une mclhode de reduction plus simple et surtout plus annlögii^ 
a ralgorilbme de Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bim, 
Monsieur, pour me pardonner, sMI m^arrive ainsi de Vous entretenir de choses 
que je n'ai pas encore suffisamment müries; en presence d'une thöorie d^une 
immense ötendue, je cede au plaisir de Vous communiquer quelques r^sultats 
places a Pabord de questions difficiles et qui peut-dtre seront au dessus de 
mes forces. Ainsi me suis-je borni, comme application de ma nouvelle mi- 
thode de reduction, a caiculer les formes döfinies rednites de delerminailt 1, 
a 8, 4, 5, 6, 7 et 8 variables, et J'ai trouve comme dans le cas des formes 
binaures, une seule classe, reprösentee par une somme de 3, 4, 5, 6, 7 et 8 
carres. VxAhe principale de cette mithode consiste dans rintfoduction de 
certäines formes li6es inlimement, comme je suis parvenu k le reconnaltre, 
äux formes iidjointed de Hr. Gaufs^ mais qu'il me semble IndispenMible de 
considerer d'^une itaaniefe explicite. En representant par 

n n 

* 

sous la condition: 

une forme quelconque d^ordre y<-j~^ (c. ä d. ä it-| 1 indeterminees), je les 
deiinis de la maniere suivante: 

n n 
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en prenant: 

et voici le thöoreme auquel ellw donnent liea. 
Si la Substitution 

Xi = Uli Xi -f »«2 -Xi 4" • • 4"^nX„ 

(1.) (x2 = »i-3ri+ 1I2-X2+ • • + n^X„ 



x„ = '1X1 -f ^2X2+ • . + /,X„ 

change /"(Xo, a?i, • . x„) en F{Xq^ Xi, . . X„), en nommant jPC Fj, Fj, . . F„) 
la forme d^ordre n didnit de F, corame g Test de ^, on aura 

^(rMr29--yi.) = 6^(Fi, Fj,.. Fj 

en posant 

(2-) /^' "" fiiFi-fii2F2+ .. +»nF„ 

r» = AF,+ <2F2+ .• + '-!'- 

Pour abreger, je nommerai g^ l^ forme dSrivee de f\ et (2.) la Sub- 
stitution derivee de (l.)« On trouve aisöment, que g est döfinie et positive, 
si f est elle-mdme definie et positive, que le determinant de g est: 

D ^tant le determinant de f, et enfln que requivalence de f et F, entraine 
Celle de g et G, la seule condition pour cela etant que le determinant relatif 
aux equations (2.) seit en valeur absolue, Tunit^. 

De la, se tire une consequence importante; concevons que la Substi- 
tution dMv^e seit prise de teile sorte que G devienne une forme reduite de 
son ordre, les coefficients, ilfi, ilf,, .. ilf„, resteront encore arbitraires; or 
je dis qu'en posalit: 

n n 

^(Xii, X|, ^, . • Xj = SiSiAijJCiXj^ 



on pourra les d^terminer de maniere a remplir la condition: 
pour t= 1,2, *.it. Cela rösulte en effet, de la valeur suivante: 



\ 
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qo^il est facile d^obtenir, et on a d^aillears a^i^o = ^o* H ^t essentiel d'ob- 
server qu'aa Heu de 0^,09 qui se conserve en passant de f a F, on aurait pu 
employer, dans ce qui precede/ anssi bien, Tun qaelcooque des coefficients a^^^ 
des carr^s des variables. Seit donc pour plus de clarte ff^ la forme derivee 
composie avec ce coefficient, on pourra önoncer la proposition suivante: 

Toute forme 

peut dtre transform^e en une autre äquivalente : 

teile qn^ayant p. ex. 

la derivee ff'^ seit une forme reduite de son ordre, et qae la condition 

seit remplie ponr tontes les valeurs de t autres qne i = fi. 

C^est la dessus que se fonde Talgorithme de riduction des formes d^ 
finies, quelle que soit la natura de leurs coefficients, entiers ou irrationnels, roais 
voiei d^abord le but des Operations. Supposons qne precedemment, on ait cboisi 
ponr a^^^ le plus petit des coefBcienls ai^i^ denx cas peuvent se prteenter; on 
bien o^,^ =^/iyßi i'estera encore la plus petite des quantites afi^i dans la trans- 
form^e f, ou bien il s^offrira nn antra coefficient o'^',fi*<Co'iti,fi* Or dans le 
prämier cas, toutes les autres conditions 6tant d^aillenrs remplies, ^ sera ce 
que je nomme une forme reduite. Hais si c^est le second, qni se pr^ente, 
on poursuivra les Operations en partant de f, comme tont-a-rheure en partant 
de f, et en gtoöral, on diduira snccessivement les unes des autres, nne suite 
de transform^es : 

toutes äquivalentes et tellea qne 

dösignant respectivement les plus petits des coefficients: 

«,,,9 fl;,i9 <'i» • • flJ*,N 
on ait: 



38» 



282 ^« Lettres Je M. HermiU ä M. Jaeobi sur la tk^arie de$ nambres. 



et qoe d^aiileurs les diverses derivees 



Sffi^ Sf^fi'^ Sfl^'^ • • . 9jx^ 



soient des fonnes reduites de lear ordre. 

Or Je dis qa^iu tel Systeme d^operations ne peut se prolonger a rinfini, 
et qa^on obtiendra ni.cessairement une transformee 

devant 6tre considiree comme une forme röduite. En effet, partanl d'one 
forme diftnie ft les qaantites ^^,^9 A/<',^' seront des valeurs de f, en sup- 
posant anx inditerminöes de valeurs entiires, et Ton ne saarait former qu^on 
nombre limitö de ces valedrs restant toujoars införieares a un eortain maxi- 
mnm, done on ne pent admettre Thypotböse d^une infinite de quantites de cette 
sort#^ «ontinneUement döcroissantes, et par oonsiquent inegales. 

Je vais maintenant faire voir qae tonts les coefficients Slj^y, d'one forme 
döfinie röduite %^ ne peuvent exoeder certaines limites, qni dependent dn d6- 
terminant et du nombre des indötecminees. Pour cela il faut d'abord ^tablir 
Ja condition soivante: 

qui est Textension d^one relation obtenue dans la tbiorie des formes binair^. 
Snpposons qu^elle seit admise pour les formes reduites d^ordre n, et 
designons par ex. par ^u 1^ plus p^tit des coefficients %^i^ la derivie 

. n n 
® Ä= JSjSi^f^fXiXf 

ötant nne forme riduite de cet ordre, et son diterminant ayant pour valenr 
on devra avoir: 

(8.) ÖM.öv-öv • • Ö-." < (i)*"'""''a;iü'Ä 

Or la valenr gin^rale 

(4.) 8..y = «0,0.81,.,/-- a«^.-.««,, 

donne lorsqne les deux indices sont egaux: 

de Sorte qne les qnantitös positives S;,; peuvent dtre considör^s comme les 
diterminants cbang^s de signes, d*antant des formes binaires (8^o, SI^i, %^^ 
tontes reduites, car on a i la fois 

%oft<C a^i et a^j < i^l^o) 
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done OD peot paser 

de la on eonclat, rin^galitö sabsistant pour toates les valears de i: 

et enfin d^apres la relation (3.): 

«0,0 . «M . 21,,, • . a«,, < (i)*-^"+»>/>. 

Cette condition est par la demontröe dans tonte sa generalitö puiaqo'elle a Heu 
poar les formes binaires. 

Comme consequence immediate, od yoU que les quantites 9;,/, Sto,. sont 
necessairement limitees, et il en est de mdme encore du diterminant D» de 
la d^rivee, qui a pour valeur: 3(^o^J9. Cela pose, admettons que les formes 
reduites d*ordre n aient touts leurs coef&cients limites, je dis que la mdme 
chose auralieu pour les formes d'ordre n-f 1* En effel, toutes les quantites 93.-,/, 
devront se trouver fnies, donc d*apres la relation (4.) qui donne: 

^'^' ~ «0,0 ' 

ii en sera de möme en geniral pour %ij. Or la proposition ä laquelle je 
vouläis arriver, resulte immediatement de la, paisqu'elie a lieu pour les formes 
binaires, et dans le cas de coefficients enüers, eile donne ce thöoreme: les 
formes d^finies ou indefinies reduites pour un diterminant donn^, sont en 
norabre fini. 

Maintenant, voici une remarque essentielle pour Tapplication des prin- 
dpes precedents au caicul de ces formes. 

Soit toujours D le delerminant donne, et 

Tune quelconque des formes d^finies reduites pour ce determinant, la relation 

«0,0 21^21»,,. . a.,. < ar^'^-^'^D 

donne d'abord la limite 

«0,0 < (t)*"7i> 



pour le plus petit des coefficients «j,.-. Soit encore 

® = S2^ijXiXf 
la derivee röduite, composee avec «»,0 et dont le determinant est 
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En designant par S^,^ le plus petit des coefficients S,-,,-, on aora de möOM 

Mais d'apres ce qae j*ai observe ci-dessos, 93^^^ pettl Are consid^re comme 
le determinant chaoge de signe de la forme binaire r^doite (9lo,o9 ^/d ^^,/iX 
donc on aora: 

\\ si «0,0 est pair: »^,^ > »S,«- (iao,o)' oa >i?l5,o, 

2^ si 2l„,„ est impair: »^,^ > «^o - (i («o,ü - 1 ))' • 
Or en general, soit $, ®, 91, 91, etc. la suile ded formes d'ordre n-f 1, it, 
n — 1, ri — 2, etc., qu^on obtienl en prenant, ponr®, laderivee reduite de $, 
ponr 91, la derivee reduite de ®, pour 91, la derivee r^duite de 91 etc. 
Nommons respectivement SI, S, (S, X), etc. les plus petits coefficients des carrös 
de variables dans ces formes, et D^ D^^^Doi^Diti etc. ieurs divers determinants. 
On aura d*abord: 

Do=V-'D, iD„, = »"-^jDo, />c« = «"-"öun etc. 

puis on obtiendra la serie des limites superienres: 

a<(i)*"yö. 8 <(!)«'-'> }^öü, S<(i)*^'-'Wi, etc. 



et suivant les deux cas, Tune on Tautre des limites införieures suivantes: 

«>!«% e>iS% ©>*«", etc. 

ou 

»>r-(i(2i-i)y, s>»^-a(s-i)y, ©>s'-a(e-i))% etc. 

L'exemple des formes de determinant 1, que je vais traiter, montrera 
Tutilite de ces formules. Dans ce cas on a en geniral: 

ainsi depuis les formes binaires jusqu^aox formes quinaires inclusivement, 
K<C2, donc Sl = l, et depuis les formes a six ind^terminees jusqu'a cellea 
qui n'en comprennent pas plus de huit, ^I>3, donc Sl = l ou Sl = 2. Or 
OB va Yoir que cette seconde valeur doit ötre rejetee. 

Considerons d'abord les formes a six indeterminöes , on trouve: 
1^ pour SI la limite superienre: (|)^ =2,05.., donc Sl = 2 

2^ pour ö id. üf i/2* = 3,09 . . , donc » = 3 

3*. ponr e id. (i)» y (2* 3') = 7,01 . . , donc ß = 7. 

n est inntile d'aller plus loin, puisque la valenr de S, est en contradiclion avec la 
limitej»(S >>9^— (1(9—1)^9 il f&Qt donc exclure dija dans ce cas la valenr 91 ==2. 
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Fassons aux formes a 7 indöterroineas , il viendra 

1 ^ pour % la limite superieure : (ff = 2,36 . . , donc 9 == 2 

2^ pour » id. (f )*y'2* = 3,65 . ., dono » = 3 

3^ pour Xi id. (|)'y'(2*3*) = 7,50 . ., donc 2 = 7; 

pour la möme raison que precedemment , 91 = 2, doit encore dtre rejete. 
Enfin le cas des formes a 8 indeterminees donne 

l^ pour 31 la limite superieure: ü? = 2,73 .., donc Sl = 2 

2^ pour 8 id. (f)Y2«= 4,29 .., donc 93 = 4 

3^ pour e id. (|)*y'(2«.4*)= 13,03.., donc S = 13 

4^. pour © id. (i)'y'(2^4M3*) = 127,4 .., donc © = 127, 

la valeur obtenue pour 2) est en contradiction avec la limite inferieure 
(T— (i(S — l)y = 133. Donc, comme dans les cas precedent, il n'existeque la 
seule valeur % = 1, et voici maintenant, les consöquences qui s^en deduisent. 

En preroier lieu, pour toutes les formes definies de döterminant 1, 
dont le nombre des indeterminees ne snrpasse pas 8, la derivee reduite a 
encore Tunite pour determinant. Soit donc 

% = 22%ijXiXj et ® = SS^ijXiXj 
nne forme et sa derivee reduites, toutes denx ayant Tunite pour determinant. 
Admettons qne pour les formes ®, dont Tordre est inferieur d^une unit^, on 
ait S,^j = l et 93f^y=:0 lorsque t est different de j, les deux conditions 

donneront d'abord, 9^/ = 0, et Tiquation 

condnira snccessivement, pour 1=7' et 1 different Aej^ aux deux vaieurs: 

Or lea formes definies binaires reduites, offrant la seule classe ^^4"^ ^^ '^ 
terroinant 1 , on en conclut que pour les formes ternaires , quaternaires , etc. 
josqa^a celle de huit indeterminees, il n'existera pareillement qu'une seule classe 
representee snccessivement par une somme de 3, 4, ... 8 carres. 

Je n'esaayerai pas, Monsienr, deVous d^velopper encore d'autres ap- 
pUcations particulieres de ma m^thode de röduction. Au reste les formes 
röduites aaxquelles on est ainsi conduit, pour un determinant donne, n'offrent 
plus ce caractere propre aux formes binaires, de ne ponvoir £tre äquivalentes 
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entre elles, a moins d'Mre identiques, anx Agnes pres de certains coafficients; 

sealement on peat demontrer qae la limite du nombre des formes rödoitea 

equivalentes ne depend quo da oombre des indelerminöes^ et nallement de 

la valeur particaliere da deterroinant. Hais permettez-moi, Monsiear^ de revenir 

un iostant sur les circonstances remarqoables , aoxqaelles donne lieu la re- 

daction des formes dont les coefficients dependent de racines d'eqaations alge- 

briques a coefficients entiers. Peut-ötre parviendra-l-on a d^daire de la, an 

Systeme complet de caracteres pour chaque espece de ce genre de qnantites, 

analogue par exemple a ceux que donne la theorie des fractions continaes 

pour les racines des eqaations da second degre. On ne peol da moins faire 

concoarir trop d^elements pour jeter quelqae lumiere sor celte variete infinie 

des irralionneiles algebriqaes, donl les syraboles d'extraclion de racines, ne 

nous representent que la plus faible partie. Ici comme dans la theorie des 

transcendantes, 11 a ete facile de trouver a une longne suite de notions ana- 

lytiques de plus en plus complexes, une origine commune, une definition uniqae 

et compiete, oü n'entrent que les premiers elements du caicul; mais quelle 

tAcbe immense, pour la theorie des nombres, et le caicul integral, de pönetrer 

dans la nature d'une teile multiplicite d'ölres de raison, en les classant en 

groupes irreduciibles entre eux, de les constituer tous individuellement, par 

des definilions caracteristiques et eldmentaires? 

L^xemple le plus simple auquel puisse s'appliquer ma melhode de 
rdduction, est celui des racines cubiques des nombres entiers. En disignant 
donc par a la valeur reelle, et par /? et / les deux valeurs hnaginaires 
. de "^A, on sera conduit d^apres le point de vue auquel je me suis place, a 
reduire pour toutes les valeurs de la quantit^ J, croissantes depuis ziro jQsqo^ä 
Tinfini, la forme ternaire 

dont le determinani D=^J^A^. Seit dans Thypothese d^une valeor donnee 
quelconque de J, que je representerai par ^^o, la Substitution correspondante: 

y = m' jr-f n' Y | p'Z 
z = m"jr+n"r-f/i''Z, 
en posant pour abröger: 

ilf (a) = f/i -f am' -{- aW iV(a) =n'\-an''\' a'n" P{a) = /> + a/ -f aY 
M iß) = 1/1 + ßm' -f- ß'm'' X{ß) =. I» -f /3ii' 4- ß'n'' P{ß) =.p^ßp'^ ß'p" 
Mir) = 1/14- y//*' + yW iV(y) = n + yn' + fn!' P{y)^p^ yp' + fp". 
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f deviendra: 

^JiXM{ß)-\- YN(ft)i-ZP(ß)XXM(r)+ KV(y) + ZP(y)). 
Soit encore 

(1.) $« = iV»(o)-f^iV(/9)iV(y) 
(^ = P\a)-\-JP(ß)P{r), 

on aara d'apres ie caractere principai des formes definies redoites: 
d'oü en supposant 3R<C9t<C^- 

(2.) 3»<(4J^)*, ^9t<:(4.Aj)\ gr^<(4i^^)^ 

Or de la resultent piasiears proprietös essentieUes qae je vais d'abord ^tabUr. 
En premier Ken, le nombre entier 

verifie ta condition 

car d'apres la premiere des equations (1.), le produit des deiix factears M{a)j 
JM{ß)J!d{y) ne peat depasser son maxiiDom f S^VCIS^), d'o& se tire la 
limite indiqu^e. 

Secondement, les deox polynomes ii coefßcients entiers, savoir 

*(a) = N(a)M(ß)M{y), V{a) = P(a)M(ß)M(r), 
qui sont respectivement de la forme 

*(a) =±= y^ay'^a^y'^, y(a) = tp + atf/ -{• a"" y/' , 

onl de mdme lears coefficients limitös. En effet, on a d'apres les relations (1 .) : 

N{a) < v'S«, jai{ß)M(r) < S», 
donc 

^*(«) < a»y9i, 

et par la seconde des 6qaations (2.): 

*(a) < 4A, 
et on aura de möme: 

V{a) < 4A. 

Soit ensnite, puisqae ß el )^ sont denx imaginaires conjugnies: 

ereilest Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 39 
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La seconde des equations (1.) donne d^abord 

J.N(ß)N(y) < 91, 

on tire ensuite de la premiere, 

M'ia).JM(ß)M(y) < i3»% 

et on en conclut la limite 

Q < 2A. 

Ainsi 011 peul poser, en designant par e el rj des quantit^s comprises entre 
-fl et —1: 

*(o) = (p-\-a<p'-{'a'(p" = 4A.S 

<P(ß) = fp-{-ßq>'^ß<p" = 2A.r,.e'^-^ 

*(y) = <p + rv'-{-f<p" = 2Av.e-^^-\ 

i'on 

3y =• 4 A (e -\- fj 008 d") ^ donc <p < ^A 

3y' = A*yA'CB-\-ijco8(0-{-in)} if' < lyj' 

et on obliendrait des limites semblables pour les coefficienls du polynome W, 
lesquels donnent lieu d*ailleurs ä la condition remarquable : 

ipY—(p"^' = ±i2. 

Celä pose, d'apres tout ce qui vient d'^tre etabli, nous representerons 
la Iransformee deduite de la Substitution effectuee dans f, non plus par ff, 

mais par -m — r=Sf forme evidemment reduite en mdme temps que ff et 



que j'ecrirai ainsi: 






on bien: 

+ m^(^+ ^ r+ J^z)(x+^) F+ i^ z). 
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Or, d croissant d^une maniere continue a partir de Jq^ nommons, J^^ J-ii 
J^ etc. la Serie des valeurs auxquelies vienneot succcssiveroent correspondre 
des formes reduites disiinctes, g, ^i, ^29 5» ^^^* Toutcs ces formes seront 
comprises dans le mdme type que 3^, mais on peut concevoir que Tune quel- 
conque d'entre dies seil oblenue au moyen de la precedente, en y inlroduisant 
la valeur de J, ä partir de laquelle eile cesse d'etre ane forme reduite, puis 
lui appliqnant la methode generale de reduction. En procedant ainsi^ le caicui 
relatif ä la serie entiere des valeurs de J, est ramcne ä an nombre limile 
d'operations. En effet, le nombre enlier designe d'une maniere generale p8rI2 
et les coefficients entiers des polynomes et y[^, ayant des limites finies, 
on arrivera necessairement ä deux valeurs de J, Ji et J^,^ auxquelies cor- 
respondront deux formes, %i^ ^,v, qui representeront absolument la möme 
combinaison de ces quantites. Faisant donc croitre J, dans %i, a partir de 
la limite Ji^ on verrk se reproduire, dans le möme ordre, les divers termes 
Si+i> $»+2^ *• de la suite obtenue pour le premier Intervalle de J^ ä Ji,, et 
jusqu^ä la limite extröme des valeurs de J, Tensemble des formes reduites 
sera cette serie d'un nombre fini de formes, reproduite une infinite de fois. 

En la considerant d'ailleurs dans Pordre inverse, eile offrirait le resultat 
d'un Systeme d'operations oü Ton aurait fait decroitre la quantite J d'uoe 
maniere continue depuis Ji^ jusqn'a Ji; Tensemble des formes correspondantes 
aux valeurs indefinimeut decroissantes de J, sera donc encore la roöme suite 
prolongee a Tinfini dans un sens oppose. 

Si ce n^est pas trop presumer de Votre indulgence et que j'aurai reussi 
ä Vous interesser un peu a ces rechercbes, je m'estimerais bien beureux, de 
Vous adresser encore ce qu'il pourra m^arriver de renconirer dans la mdme 
voie. Apres avoir prouve que les proprietes precedentes sont caracteristlquea 
pour les racines de toutes les equalions du 3** degre ä coefficients entiers, je 
me suis arröle a quelques rechercbes sur Tequation Jf(a)ilf(/S)ilf (y)= 1 
dont je pense obtenir la Solution complete. iMais je desirerais surtout pouvoir 
Vous soumeltre un travail sur les equations modulaires, dans lequel j'ai etabli 
une proposition enoncee dans les oeuvres poslhumes de Galois, imprimees 
dans le Journal de Mathematiques , et qui consiste en ce que les equations 
modulaires du G"*, S'' ei 12** degre, peuvent dtre abaissees respectivement au 
5% 7* et 11'' degre. Je me suis propose en möme temps de retrouver ces 
relations si singulieres que Vous avez le premier decouvertes, entre les racines 

39* 
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M, M', M", . . de requation F{k, M) = 0, mais je n'ai pu y reussir malgri 
tous mes efforts« Ces premieres propriiles d'irratioonelles algebriques non 
ejqiriinables par radicaux, me paraissent du plus grand int^röt; comme les 
propriites des racines des equations relatives a la division du cerde, elles 
serviront de point de depart pour pdndtrer plus avant dans la tbiorie generale 
des dqnations. Ne publierez - Yous donc pas un jour, Monsieur, les principes 
si cacbds qui Vous ont conduit a ces beaux theorenies? U me semble que 
ce serait eocore une voie nouvelle que Vous ouvririez aux recbercbes des 
giometres, dans une des thöories les plus vastes et les plus difficiles. 
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Troisi^me lettrfe. 



«le dois a Tobligeance de M. Borchardt, d'avoir re9uYotre deroiere 
lettre qui m'a ite bien preciease, en portant a ina connaissance Pecrit de 
M. Gauss sar les formes qaadratiques ternaires. Pertnettez moi de Voua 
remercier aossi de toates les aatres indicalions que Yous avez eu la bont^ 
de me donner, mais dont mon ignorance de la langue Allemande m^empöcbe 
malheareusement de profiter comme je le souhaiterais. C'est H. Borchardl^ 
loi-mdme, qai a bien voulu me tradaire rarticie de M. Gauss, mais jnsqu'ici 
je n^ai pu trouver personne pour me continuer le m£me service et, ä mon 
grand regret, je reste completement etranger aux travanx de M. Kummer, 
snr les nombres complexes, qui m^interesseraient vivement. 

Comme Yous le savea, Monsieur, le but de me9 premieres recbercbes 
avait et6 d^examiner le nouveau mode d^approximation que Yous avez donn^ 
en etablissant Timpossibilite d'une fonction ä trois periodes imaginaires. Oe 
n>st que long-temps apres que j'ai vu comment Q^tte questioQ, et une infinite 
d^autres du inöpie genre^ d^pendaient de la reductJQQ des formes quadratiques. 
Mais une fois arrivi ^ ce point de Yue, les probiömes si vastes que j'avais 
cru me proposer, m'ont seinbli peu de cbose a ^M d§9 grandes questions 
de la theon^ des formes, ^nsideree dHi^e pia^i^re generale. Dans cette 
immense etendue de recherche« qui nous a ete ouy^rt« par M. Gauss, TAlgebre 
et la Theorie desi Nombre«^ nkP paraissent dayeif 9e confondre dans un möme 
ordre de noliens adalytiqu^s, dont nos connaissc^Q^^s actuelles ne nous per- 
mettent pas encore d@ PQ^s faire une jusl@ id^e, Pewl^^tr«^ eependant, doit-on 
entrevoir qu^il apparU.§Qdrfi & cette parlie de la fi«t^nce, cfQustituäe ainsi sur 
ses Yöritabl^s baa^§, d'oflt*ir Ici tableau de tQvg )ei elements, en nombre fini 
ou illimile, doDli d^P^P^enl la« racines 4^9 ^«M^s aig^briques, separ^s en 
types irreductibles et olass^s suivai\| leurs rappof^# paturels. 

Je ne saiq si J'aMrai reussi a faire vm pf^mier pa^ vers un but si 
^loigne, en daim«nt ^^ methode pour li^ re^uotku) des fqrmes binaires de 
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degre quelconque *). J'essayerai plus tard de poursuivre, sous ce point de 
vue^ les conseqnences des resultals que j'ai obtenns, mais jusqu^a present, j^ai 
ete plutöt preoccupe de la recherche des principes propres ä la redaction des 
formes les plus generales composees d'un nombre quelconque de variables, 
question capitale et qui peut-öire sera bien au dessus de fnes forces. Voici 
neanmoins sur ce sujet un premier theoreme desline ä presenter, dans le sens 
le plus etendu, la notion des formes adjointes de M. Gauss, 
Soit 

(1.) X = f(Xi^X2, •. x„) 

rexpression generale d'une fonction homogene du m^ degre ä n variables. Faisons 

^Q ^ dJC dJC dJC 

par relimination de oti, j?29 • • ^»^ on arrivera ä une equalion 

n(,X,y^,y^^ ..yj = 0. 
Cela etant, les coefficients des diverses puissances de AT seront ce que j'ap- 
pellerai, les formes des divers degres adjointes ä f^x^^ ^29 • • ^n)) et je 
les designerai generalement , en supposant egal a Tunile le coefficient de la 
puissance la plus ^levee de X, par 

Or on aura le theoreme suivant, comme consequence immediate de la defini- 
tion qu'on vient de proposer: 

La fonction homogene f{xi^x^^ . . x^) devenant F{Xi^X2^ . . JTJ, par 

la Substitution 

Xi = a^Xi'\- a^X^-Y — [-a»X„ 



si Ton designe par G la forme adjointe, composee avec les coefficients 
de F, comme g est composee avec les coefficients de f^ on aura 

en prenant 

Y2 = «2X1+ 62/2+ • • +^rn 



^nyi+*nyaH h'nyn. 



♦) Crette Journal l. XXXVI p. 357. 
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Mais il importait sortout d'obtenir le risoltat general de rilimination des 
variables Xg^ X2^ . * x^^ entre les eqnations (1.) et (2.). Voici comment on 
peut y parvenir. 

Seit 

nne nouvelle fonction homogene du m* degre de ar^, X2^ • • ^i.; j^observe 
qa^au moyen des eqaations proposees, les suivantes ont liea, savoir 

y = 
et 

EUes se redoisent en effet a* des identit^s, en mettant a la place de JC d'une 
part, et de yi, ^2, . . Xn? de Tautre, leurs valeurs en Xi^ X2^ . . x„, telles 
qne les donnent les eqaations (1.) et (2.)< Donc la qaestion est ramenee a 
Telimination de Xi^ or,, . . x^ entre les iquations homogenes: 

car requalion (p = rentre dans celles-la, et on peut Tomettre. 

Ainsi, representant la forme f, par la somme des valeurs du produit 

• • • 

lorsqu'on attribue aux quantiles i tous les syslemes de valeurs entieres et 
positives qni verifienl la condition 

et designant par 

5 = 0, 

la relation entre les coef&cienls A qui resulte de Tilimination de Xt^ x^^ . . x„ 
entre les equations 

-^ = -f^ = J^ =0 

on aura le tbeoreme suivanl: 
L^eqiialion 

^(^9 rn y2, . . y„) = 

s^obtiendra, en remplacant A. : . dans 

5 = 
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par 



• • • 



(ti, fi, - . t'n) elant le coefficient naineriqiie de y{*y^ • . y^^ dans le deve- 
loppement de la poissance polynomiale (Xi-f yi-f " Hy")"*- 

Oti observera seulement qa'il y aara liea de supprimer comme facteur etaran- 
ger, ane certaine puissance de X, ce qai n^altere en rien la forme analytiqae 
da resaltat qae je viens d^obtenir« 

L'applicatioo aux formes qaadratiqaes est bien simple. La forme pro- 
pos^e etant 

n n 
f = ^i^j^ij^i^jf 

soos la condition ordinaire 

la forme adjointe g^ sera 

4, i dD 

D 6tant le d^terminant de la forme /*. 

Je prendrai encore comme exemple, les formes cabiques binaires: 

f = aQ^\%h3?y\^exy'\€y^. 

Dans ce cas, Texpression designee par $, colncide avec le determinant nniqae 
de la forme, tel qae je Tai obtena dans la theorie de la rMactioo, et le 
coefficient da second terme de reqaalion en X^ donne la forme adjointe: 

o 

+ 3 (2ac' — ahe — ft*c)ay» — (3«ftc — o*« — 2*»)y»}. 

En etodiant cette forme qae je troave dans an des mömoires de H. Eherulant 
j*ai reconna qa'elle se dödaisait de f, en y rempla^ant les variables par les 
denx expressions Unfaires: 

^ 6taat Texpression qnadratiqae: 
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coDsideree encore par M. Eisenstein^ et par rooi*möme dans la noie du 
Journal de M. Cr eile, sous la forme: 

a, ß, y etanl les racined de PequaüoD, 

Maintenant, Monsieur, je reviens a ia theorie des formes quadratiques. 
pour essayer de Yous compleler quelques points de la derniere lettre qae fai 
«u Thonneur de Vous ecrire. Et d'abord, j'ai du reconnaltre que ce qn*on 
devail se proposer avao4 tout, dans la theorie de la reduction, etait de d^- 
ooavrir les valeurs entieres des indelerniineeiS pour lesquelles une forme definie 
donnee, ^tait In plus petile possible. De lä en effet, se tireraient les cons6- 
quences suivanles: 

« 

1^. En cherchanl la serie des minima de la forme binaire 

pour toules les valeurs positives de la quanltte J croissanl d^une maniere 

continue de zero ä Tinfini, les diverses fracüons -^ reprisenteraienl 

tensemble des reduites de la fraction continue äquivalente ä a. 

2^ En cherchant de möme la serie des minima de ia forme ternaire: 



X* 



A{z-aTf^B{y-bxf^^ 

OVL A ei B sont deux quantiles positives quelconqnes, n et 6 deux quantitea 
reelles ) toutes les fractions — ^ —, auraienl ce caractere essentiel qu'en 
chaisissant un dmominateur Xq moindre que x, deux aulres fractions. 
^, ^, donneraient necessairement : 

Xq Xq 



A{z,-ax,y-\-B{y,^bXoT > A{z - ax)' ^ B {y - bx)\ 
Car si cette inegalite n'avait pas lieu, Texpression 

serait moindre que 



donc celte derniere ne Serait pas, comme on Ta suppos^^ un minimum. 

CreWii Journal f. d. M. Bd. XL. Heft 4. 40 
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Cela ötant, si I'on observe qu'on peat toajours faire: 

et a fortiori: 

on voit qu'en faisant croltre conti nuellement J, la serie des fractions — , ^^ 

converge indefinement vers le^ limites a et 6 et que, pour chaque approzunation, 
la somme des carres des erreurs z — axj y — bx, multiplies par les constantes 
A el B, est un minimum^ c. k d. que cette somme augmente, si le deno- 
minateor cornmun x diminue. 

Ce qui precede, indiqae suffisammenl uae iofinite d'autres consequences 
analogues, qoi toates viennent dependre de la rectierche difficile, d^une iimite 
precise du minimum d'une forme d^finie quelconque. La-des$ud je ue puis 
former qu'une conjeclure. Mes premieres recherches, dans le caS d'nne forme 

n 

a n variables de determinant 1)^ m'avaieot donne la Iimite (^)*^"'*^V''' J^ ^^^^ 
porl6 a prösamer, mais saus poavoir le dömonlrer, qoe le coefficient nameriqae 

(f)*^""**^ doü Ätre remplace par • 

•(n+1) 

Comme application des m6mes principes, je considererai encore la qaestion 
sui vante : 

fitant donn^e ane expression imaginaire a-^-b /*-l : determiner les entiers 
completes ^-fX)^— 1^ ^:f ti/— 1, poar lesqaels la norme de 

(^+y»^-i)(«+*»^-i)-('+«y-i) 

seit la plas petile possible, sous^ la condition qae or'-f}^ soit au dessous 
d'une certaine Iimite. 
On cherchera les minima succes^ifs de la forme a qtiotre variables : 

f-=={ax-by-tf^{ay^bx-vf^^^±3^, 

pour toutes les valeurs de ^, les diverses fractions complexes^ 

auxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propri^te caracteristique, ^lee 
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le moduU de la difference: 

croltra necessairement en prenanl tonte autre fraction doni le denomi^ 
naleur avrail un inodnle moindre. 

Mais une autre propriele de ces fractionS) ies rapprochera encore 
d'avantage des reduites de la Ih^orie des fractions continues. 

Soienl 

i + uV^i to + u,y^-i 

x+y^^i' x,+y,V-\ ' 

denx fracüoTis differentes qai correspondent ä deux minima consecutifs de la 
lorme /, de sorte que Ies deax valeurs de J qui ont donoe liea a ces deox 
fractions, seien t infiniment peu differentes fune de Taulre. AlorSv en obser- 

vant que le d^terminant de f est en general -^^ le premier mioimum donnere, 



en admettant la conjecture ci*dessus, 



^ax-by-tf^{ay^hx--üf^::^^^<:i-^^, 
et le second: 

0) designant une quantite aussi petite qu'on voudra. Cela pose, multiplions 
ces deux inegalit^s^ membre ä membre, on Irouvera, en employant une formule 
bien connue*): 



*) La formale i' Euler qui donoe sous une forme de quatre carres, le produit de 
deux sommes de 4 carres, ^uit immediatement de ce que le produit des deux döterminants 
{ad—bc).(ald^--V(f)^ est le determinant du Systeme 

Vca'^dd, rft' + rfrfU' 
En effet, 11 suffit de snpposer: 

a — P^n^—^y 6 =rr + *•—!, c = —r + *•—!, d =^ p — gV—i, 
pour obtenir: 

= (pp'—qif — rr'—»»')*-\-(p(f-\-qp'^rr^—»f'y 
^(pr^-,,^ + r/»' + »7')*+ (;»»' +7»^ + /»'»-?'»•)•• 
Celle de Lagrange vient en meltant q^A, HB, t^AB elc. au lieu de q, r, t etc. 

40* 
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«" l /(z/(/i+«)) f 

d'oü en negligeant les deüx premiers carres et introduisant la condition que 
ü) est infinimenl petit: 

(wjo — Woy+'oar — iro<)*+(/yo~'oy+tt^o — Vo^)' < ^ 
et par consiqaent: 

{uyo—Uoy'{-toX — Xf,tf-\'{tyo—toy'\-uxo — Uoxy = 1. 

Ainsi, la norme du numerateur de la difference de deux fractions coinplexes 
conseculives est Vunite; on eüt oblenu Cunile ou le nombre deux, en em- 

ployant dans Texpression du minimum de f^ le facteur (f )^ au lieu du coef- 

ficient bypotbetique t— • 

La roetbode pr^cedente s'applique encore aux nombres complexes 
x-j-/]/— n» dont la tbeorie est plus difficile et sur laquelle je me propose 
de reyenir. Mais ce n'est qu'au moyen de la röduction de formes de deg^es 
plus eleves qu'on pourra resoudre les queslions analogues a la precedente 
dans lesquelles entreraient, les nombres complexes reeU x-^-y-^n et ceux qui 
dependent dMrrationnelles numeriques plus compliquees que les radicaux carres. 
Yoici maintenant une autre sirie de questions importantes dont la 
Solution depend encore de la recberche du minimum d'une forme quadratique 
et qu^on peut comprendre dans cel enonce general: 

Trouver, en nombres entiers, le tninimum du produit d'un certain 
noinbre de fonctions lineaires et homogenes ^ ä coe/jficients re'els oh 
imaginaires. 
Nommons 

les fonctions lineaires ä coefficients reels, 
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les fonctioDs a coefficienls imaginaires, y. et Ai eiant des fonctions conju^ees« 
Si Ton soppose que leur prodait preone la plus petite valeur possible en attri- 
baant aax ind^terminees les valeurs entieres x = XQy y = yo etc. et qa'oo 
disigne alors par 

/•O /O f 

ce qae deviennent les facteurs Iin6aires riels, et de möme par 

y?, Ä?; A ^; . . .^Sm ä2o 

les diverses couples de facteurs conjugues, Je dis que la forme quadrafique 

sera eile meme la plus petite possible ^ pour x=:Xq^ y = yQ^ etc. 
SopposoDs en effet qa'on puisse avoir 

^ 9l^^ 9lK ^ ^ 9:.K' 
H etant moindre que n-f-2it', comme le prottuit des faclears: 

sera tonjours inferieur ä son maximum 

la sopposition de H<!n-f-2ii' condairait a 

et par soite, le produit des facteurs Unfaires ne serait pas, contre Thypothese, 
le plus petit possible pour x = x^^ X == Xo? ^^^* Tajoule qu^en faisanl 
TU s= n'\'2n'j le produit (n.) ne pourra atleindre son maxinmai ou Tunite 
qa'autant qu'on aura: 

(if)'='' (#)'='••• (^)"='' 

9x'^\ 92 \ 9n'K' 
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Noiis voici donc encore coodait, comme Voas le voyex, Monsieur, ä 

cette recherche singuiiere de lous Um mimma^ azurne forme ^uadratigue, 

correspondants aux dhere syetemes de valeure ie plusieure parametree 

qu^il flrudra suppmer passer par tous les itats passables de grandeur. 

Teile est du moins lü voie qai nous est ooverte. par Tanalyse precedente, 

pour la Solution de nombreases questions, panni lesqoelles Je cboisirai celle*ci: 

<p{a) designant nn nombre enlier complexe, compose avec une racine a 

de Tequation F(,x) t= a coefficieals entiers, celui du premier terme 

etant Tunit^, trouver loules les Solutions de reqoaiioa 

Norme 9(a) = 1. 

Soit M, un Minimum d^une queiconqne des formes d^finies 

dans lesquelles cfi, o^, . . a„ designent les racines reelles et /?t, y^; /fl^, y^; . . 
ßn'^ yn'> les coupies de racines imaginaires de Tequalion F{x)^=^0. En fiusant, 
pour abr^ger, n-\-2n! = m, on deduira de la limite 

oü D est ie d^terminant de 4>, la reiation snivante: 

Norme ip\a) < (f)*'-<-"*>;^ 
dans laqnelle 

et oü n'entrent plus les valeurs de Ai^ Ai^ .. Kg^ K^ etc. 

Donc, quelles que soient les quantites, Ai^ A^^ . . K^,^ Ie minimnm de^ 
conduil H une vnleur tonjours limitee pour la norme de (pa; mals ce qui a 
öle etabll precedemment, fall voir, de plus, qu'en faisant passer A^^ A^^ . . 
K|, Kt, .. par lous Ie3 etats possibles de grandeur, on obtiendra necessai- 
rement toutes les unites comptexes, loules les Solutions de requation: 

Norme ijpa = 1 . 
• Considerons une Solution particuliere teile que N. (pi){a) = 1 , eile sera 
donnee par le mlnimum de 0, dans Phypotbese suivanle: 

Mais ne pourrail-il pas exi.sler deux ou plusieurs autres represenlations distinctes 
du möme minimum et conduisant par suite ^ de nouvelles Solutions? 



\ 
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Obseryons, a cet effet, qo'on a les conditions 

^0 * ro-t \q>^ay ' 



'O*-/!- 



<PoßiVori ' ' ' 9oßn'(Porn' ' 

d^ja etablies precedemment, de sorte qu'en supposant T^qualion F{x)^=0 
irridaclible, si Ton prend, <pai = q>Qa^^ la möroe ^quation aara lieu pour toate 
autre racine reelle ou imaginaire, et il en serait de mdme ea partant de la 
condilioo ^aj = — qpn^^i • Or le premier cas conduit necesdairement ä j? = a^o, 
y = yo9 elc. et le second, a a?=— a?o, y=:— ^^^ etc. 

Mais si toutes les racines etaienl imaginaires, la dömonstration serait 
en d^faut; dans ce cas ou est conduit a detacher de Tensemble general des 
Solutions, un cerlain nombre d'enlre elles qui oifrent ce caractere singulier, 
de donner lieu ä des entiers cütnpUxes dont le modute anafytique est fTmite. 
Ainsi du minimum de la forme 

on d^doira non seulement: 

mais encore: 

les nombres entiers compiexes f satisfaisant aux conditions suivantea: 

et on pourra en faire abstraction puisqa'Us peavent ötre determines d'avance. 
J'ai trouY6 du moins qu'ils ne pouvaient itre que de cette forme^ savotr: 



k et l ^tant entiers. Le ddnominateur / est sans doute egal an nombre 
2n'-f 1) mftis j^ n*ü pu encore suffisamment approfondir toutes ces cir- 
constances qui me paraissent bien singulieres. 

Quoiqu'il en soit, les consid^ralions qui pröcedent, etablissent qu'on 
n*aura jamais k recbercher qu^une seule reprösentation en nombres entiers, de 
cbacun des minima distinets qu'olTrira la forme 4^, lorsqne les quanlit^s 
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paS3eront par tous led etats possibles de grandeur. Mais une fois amenes 
a cette nou volle recherche, il faut recourir a la theorie de la reduction des 
formes quadratiques quelconques. Je vais avanl tout defioir ce quejappeUe 
reduirß une forme donnee. 

SoU /* cctle forme, et /", f" elc. la serie entiere de loules Celles qui 
lui sonl equivalenles et que je represenierai , d'une maniere generale, par 



H n 



en suppo$anl que les coefficients des carres, ranges par ordre croissanl de 
grandeur, spient 

Cela elanl, nous subdiviseronä, progressivement, Tensemble de toutes les formes 

equivalenles, en reunissant dans un niöme groupe: 

l^ toutes les formes ou r/jj a la plus pelite valeur possibie, 

2^. parmi celles-ci, toutes celles oü Oi^i est egalement un minimum, 
3^ parmi les precedentes, celles ou ^3^3 est encore un minimam, 

et ainsi de suite, de teile sorte qu'apreS avoir epuise la$6rie tfi,i, 03,29 •' ^>*,ni 

on arrive a une ou a plusieurs formes dont les coefGoients des carres sont 

n^cessairement les mfimes. 

Ces formes olTrent un caraclere essentiel qni consiste en ce ^ue toutes 

les expression$ quadraliques 

\ (öv9 hjj, %j) 

sont reduites. Cette remarque prouve qu'on a la limite: 

fjL etant un coefGcient numerique ne dependant que du nombre n des variables; 
mais je ne m'arröterai pas a la demonstration. 

Revenons hu dernier groupe de formes equivalentes auquel nous venons 
de parvenir, il poürra Hre subdivise de nouveau, d'apres la grandeur des 
determinants 

en reunissant ensemble^ 

l^ toutes les formes ou Ai^ Sera le plus pelit possible, 

2^ parmi ces dernieres toules celles oü A^^2 est egalement un minimiHB) 
3^ parmi les precedentes celles oä . . ^j.3 est encore un minimum, 

et ainsi de suite ^ de teile sorle qu'apres avoir epuise la serie: 
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•«2,«^ -"2,39 • • ^t,n^ 



OD passe a la suiTante: 
puis i celle-ci: 

-^3,3» -^3,49 • • -^3,119 

et on continaera Jusqu^i ce qu'on seit arrive, en derniere analyse, a ane ou 
ä plusieurs formes offrant des valenrs numeriqnes Egales, poar tontes les 
quanlite'^ Aij. 

Mais il est Evident qa^alors les valeurs ahsoluee des coefficients Uij 
80P.'i pareillemenl les mtoes. Or la forme uniqae quMl laadra definitivement 
choisir poiir redaite, s^obtiendra par la consid^ration des d^terminants ternaires 

en operant comme on Pa fait pröcedemmeol avec les fonctions A^j. Les formes 
reonies en dernier lien, offrant les m6mes yaleurs des diverses expressions 
Äi^f^i^ deviendront identique«, en rendant positifs par exemple, comme cela 
est toujonrs possible, tons les eoefficienls a^i. 

Re'duire une forme donnie f, ce sera donc cherober la Iransforaation 
de cette forme en la r^dulte equivalente teile qaVlIe vient d^6tre definie. Cetle 
r^doite, comme Vons le Toyes, Monsieur, n'est pas celle a laqnelle cöndait 
la metbode qae j'ai eu I^honnear de Vons sonmellre dans ma derniere lettre, 
n y anra donc lien d'esp^r nne nonvelle snbstittition^ mais Jasqolci je n'ai 
yn d'antre moyen ä employer que celni qni est indiqnö par I^analyse pr6e6-> 
dente et qoi consiste a former la sirie entiire des formes anx plus petita 
coefficients des carrös. Senlement il est facile de dteontrer fue hmr nomlr« 
a une Hmite indSpendante du ditermkimU et pn eet /bmetkm umfUement 
du nombre des indetermnee». 

Dans le cas des formes ternaires, les rödnites Jonissent d*nne propri^te 
qni merite peut-dtre d^dtre remarquie, cor etU ne me parml pas iileudre 
üux formes contenanl un plus grand nombre de variables. Elle consiste 
en ce que tovte forme temaire rSduite <p{x, y, z) prend une valeur 
moindre, en diminuant celle des variables dont la valeur abstaue est la 
plus gründe. 

Seit 

En svpposant quelconqnes les signea des coefficients i, b\ b", on peit ad- 
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metlre que les ind^terminöes soni; positivus. Or *«» »apposanl t ^y, a? >• «, 
on ppouve aisement la proposilion enoncee, dans chac"" "** floalre cas qQ'offroot 
les signes de b' et b", ao moyen des ^quatioQS'identi^<!6B, 

y(x— 1, y, z) — <p(x, y, z) 
= _2(j?— l)(a-f-*" + *') + 2*"(x-y— l)-f2i'(a?-»-l)-« 
= _2(a:— 4)(«-}.ft') — 26"y+2*'(a? — *— 1) — « 
= _2(x— l)(a + ft") + 2A"(x — y— 1) — 2*'«— « 
= _2(ar— l)fl — 2*"y — 26'« — a, 

les quatre expressions precedentes correspondant aox qaalre cas: 

b': + + 

A":— + — +. 

Je reviens maintenant ä la recherche de toates les reprösentaflons 
distinctes des divers minitna, de la forme qoadratiqae: 

*=(^)"+(^y+-+(^)" 

Ai A2 All' 

correspondanls a toas les sysleroes possibles de yalears de Ag^ A^^ etc., 
jEL|9 JbC}, etc. 

Daos cette forme ^ les quantitösr^a sont les yalears d*nne expressidn 
tQJie que 

en snpposattt a, Ttine q[iielconqiie des racines de r^quafion;} P(a^)z^O^ doot 
le degrö n-f 3^' ^t tonjoars di§si|^6 par m. Cela pos^, seit poar un sydfeme 
determine de valears des quantites ^ et ÜC^ . 



^«-1 = t)yi>-f- /^yi^- • • • +/m-iym^^ 

la Substitution propre ä riduire 4>. En posant poa{ abreger: 

v(a)= yo(«)a4yi(«)f+ ••+ym-i(«)m.r, 

la transformee rednile sor«: 
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^=(^)+(^o'+--+(4?^y 



Mais OD peut Tecrire d'une aulre maniero. 

Soit Yo Celle des indeterininees dont le carre a le plus petil coefficienU 
nosons : 

N = («1)0(02)0 • . (««)«(A)o(yi)o • • (ßn'Urn'U 

N •'* 

il est clair aue, a designant Tune quelconque des racines, pr- sera un poIynome 

ä coefficienls entiers en a, et qu'il en sera de mitne de 

que je designerai par tpi{a). Or de la valeur-limlte du produit des coefficients 
des carres des indeterininees dans toute forme reduite, teile qu'elle a ete 
indiquee plus haut, on deduit facilement, yve tous ces polynomes rpi{a) ont 
pour coefficients des nombres entiers ayunt aussi des litnites fimes. II en 
est de m^me d'aiUeurs de N, comaie on Ta vu preeedemment d'une maniere 
speciale« Donc transformanl ainsl les fonclions V^(a)^ savoir: 

v(ö^) = -^{ro^+riV^i(«)+r2V2(«)+ • • 4-y.«.iV--i(«)}, 

et posant: 

;:(«) = XüiV -j- riV^i(a) +r2V^2(«)+ • • +>-„,-! V'„.-i(a), 

Texpression de rp devienl: 

et c^est la le type analyti^e*^ auquel je voulais arriver pour y rapporter 
toute forme reduite. he nombre de ces types^ comme on le voit d'apres la 
caractere des fonclions /(a), est essentiellement fini et c'est la un resultat 
qui ouvre la voie a un nouvel ordre de recherches deslinees, si je ne m'abuse 
etrangement, ä jeter un grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles 
algebriques. 

*) D'apres M. Hermite deux de ces types sont les mömes lorsqu'ils ne different 
entr'eux que par rapport aux quantUfe Jf ei K\ J. 

41 ♦ 
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Et d'abord, on m iiduU mm/üatememi mme iimtnutraüam dS 
de la possiMilS de Vdqualkm que je me em$ fnn^ßoed de rSeoudre^ i 

Norme 9>(a) = \. 
En effet, on a ponr cela le tbeoreme, que kurs^^ums eubetMtuüon^ 



a^m-i = *iiyü+*iyi+ • • +*«-iy«-if 

correapondante ä un sjfeteme different de vakurs de Agy Ai^ ete.) JS^, 
ÜT,, etc., conduil au meme type reduii % le nambre etUier eamplexe 
repretenU par le düemitumt des ^antUAt 

(«)o («)l • • («)«-! 



9o 9t • 9' 

aura pour nonne Tumti. 

J'ai Irouyö aussi , qu'il suffiemt d'obtenir le ejfetime des euhstkutione 
propres ä r^duire la forme ^, dans un Intervalle fim d$s quanütde A 
et K, lee eubstitutions correapondantes ä toutes lee autres valeure de ees 
memes quantUes se d^duisant de celles-lä. 

De la on dedait que loales lea solalions de r^^ation 

Norme 9) (a) = 1, 
peuyent s^obtenir par nn nombre Hmitd d'entre ellea, convenablement choiaiea, 
mais d'aulres consideralions menent i la mdme consöquence. Je vals les 
indiquer en reslant dans le cas particulier qai me les a fall döconvrir. 

Designons par a la racine reelle, et par </9 et y les denk racines ima- 
ginaires de Teqnation du 3* degr6 ä coefficients entiers: 

x'i-Ax^^Bxi'C ^ 0. 
Soient aussi' 9 et % deux unitös complexes de la forme x^ay-\-a^2^ je Ah 
que de ces deux unites en resulte une troisieme dont elles sont tune et 
Fautre des puissances entieres. 

Posons en effet: 

m, n, niu, it(^ etant qualre nombres entiers tels que 

mn^ — nm^ ■=: 1-, 
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on aara röciproquement^ 

De deuz choses Tane : on Ton pourra faire p. ex. = 1, et le theoreme 

est dimontre: ou bien au moini ^scr^P", e ^tant moindre que ranitö et 
n pouvant prendre une infinite de valeurs dilförenles. Or, ayanl toujours, 
Norme ^ = 1, on conclurait quMl existe une infinite de Solutions de cette 
equation dans lesquelles la valeur de l'unite complexe reelle et celle du mo- 
dule analytique des deux unites conjngoees imaginaired, seraient aussi yoisines 
du nombre 1 qu'on le voudrait, ce qui est absurde. 

Une m^thode tonte semblable m'a oonduit i demontrer que dans le cas 
des /roJ9 racinea rSelles^ toutes les unites sonl les produits des puissances de 
deux d'entre elles qui ne sont pas reductibles Tune et Tautre aux puissances 
entieres d'une troisieme, et il ne me parait pas difficile d^elendre les mdmes 
considörations au cas le plus gSn^ral. 
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Quatrieme lettre. 



Lab derniere lettre que j'ai eu I'honneur de Voas ecrire, ötait ä peine 
partie que j'ai eu communicatio:) par M. Lwuville, d'une note tiree des 
comptes-rendus de Votre academie et dans laquelle Voas traitez de la rednction 
des formes quadratiques , ä coefficienls entiers, sous un point de vne qui ne 
se ßerait jamais preseate ä mon esprit et qui m^a vivement Interesse. Le 
resultal plein d'elegance auquel Vous arrivez par oae melhode si simple, 
m'a fait reciiercher si dans ce nouveau type de formes reduites, il y avait 
encore possibillte d'obtenir de^ limitations, des coefj^cients, fonctions seulement 
du determinanL 

En particnlier j'ai considere, les formes definies ternaires: 

dans lesquelles, d'apres le principe de Votre methode, il faut faire p. ex. 

y = --^nß'v. 

0) desigfoant le p. g. c. diviseur de b et b', determine par Teqaation : 

On oblient ainsi la transformee: 

2ir- + 21 V + «V + 2 «^ + 2 coi?« , 
oü Tun des rectangles des indelerminees a disparu. 

Cela pose^ si les coefficienls de la forme proposee sont limites^ 
au mojfen du delerminant D, il en sera de metne des coefficienls de la 
Iransformee. En particulier ^ peut s'ecrire, 

a = ±^(ab'-\-a'b''-2bb'b") = ±(aa'a''~a"b"'-D), 

miß **^ 

donc 



% 



aiJa/' 
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Or on peul ensoite supposer 

a» < 21, 

en determinant convenablement ß et ß' dans requation a} = bß''\-ßfy ou. ce 
qui est au fond la möme cbose, en changeant dans la transCormee, § en §'\-m7], 
Quant a la limite du dernier coefficient 31', eile se tire de requation, 

aa' — S' = aa'—b"\ 

En revenant aux premiercs considerations qui ro'avaienl fait entrevoir, 
il y a long-temps, Plmportance de la recberche du minimum des formes a un 
nombre quelconque de variables, j'ai ete condnit ä presenter de la maniere 
suivante, les idees que Vous avez le premier emises sur rimpossibilile de 
certaines fonctions periodiques. 

Soient, pour les fonctions d'une seule variable^ 

trois indices quelconques de periodicite, je considere la forme deiinie ternaire, 
dont le determinant 

Si aV — ha' n^est pas nul et que les deux equations: 

ne peuvent avoir Heu en nombres enliers, la fonction sera impossible. Car 
poavant faire pour tonte valeur de /i: 

f < J^(2/>) 
et a fortiori: 

{ax + a'y + a^'zf + {bx + b'y -}- V'zf <'C i(2D} , 

\)n deduirail des indices proposes, une periode donl le modulc serait infiniment 
pelit. Mais cetle concluslon n'a plus lieu sl ab' — ha'=0. Alors je considere 
la forme binaire, 

donl le determinant, dans Thypotliese admise, se trouve ölre 



D 



a»-f-i» 



Or il est mainlenant facile de prouver que Icrsi/ue ab' — ^' = 0, l'on ne 
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peut mdme admeltre les denx p^nodes, a-f^}^'"^ ^^ «'-f ^l^"*!) *' ^i' I^ 
sappose irrdductibles , c. & d. si les equations, 

aa?-f «'y = 0, bx^Vy = 0, 

ne peuvent avoir Heu en nombres entiers» Oa peut faire en effet, pour toute 
valeur de J: 

f < i^iD), 

et a fortiori: 

{ax^a'yf^{bx^Vyf<: |/(|/l), 

CO qui conduit de nouveau a une periode infiniment petite. 

Les fonctioDs de plusieurs variables k periodes cofixistautes que Voos 
avez introduites le premier dans Tanalyse, peuvent dtre traitees par les mdmes 
principes. 

Soient 

n indices siniultanis de periodicitö correspondants, respectivement, aux variables 

X, y, • . u, 

dans une fonction teile que %{x, y, . . «}, je dis que si le mombre de ces 
groupes ifindices, supposes irr^ductiblee surpasse in^ la fonction proposde 
sera impossible, dans ce sens qu'on sera forci dadmettre un groupe 
d*mdices simultanes infiniment-petits. 
Faisons pour abreger: 



le d^terminant D de la forme, 
sera, comme on le trouve aisement: 

• • • • 

• • • • 

el ia consequence que je voulais obtenir, decoule, comme precedemment, de 
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la relatioD, 



211+1 



a laquelle on peut toojours satisfaire qnelqoe grand que soit J. 

Si Ton snppose que le determinant qui entre dans Texpression de D, 
s'evanouisse, la demonslralion n'est plus applicable, mais la proposiiion n^en a 
pas moins lieo, et on obtient aiDsi le premier terme d^one serie de nouveaux 
cas dMmpossibilite donl voici lea coadiüons analyliques. 

Soit pour abreger: 



g. = /lOTi-f '2^2+ • • -f 4i.+l-ia:2«+l-i9 

et Dj le determinant de la forme 

Si Ton soppose A.i nul, on trouve que /PDf s'obtienl en faisant la somme 
des carres de tous les determinants que fournit le Systeme: 

Hl, 61, . . Äj, ix 

Äj, 621 • • '•2 9 '2 



• • • • 

• • • • 

• • • • 



en employant, d'une maniere quelconque, 2n — f lignes verticales. Or toute 
fonction periodique de n variables sera impossible lorsqu^ayant 2n — i groupes 
de periodes simultanees irreductibles savoir: 

le determinant Di de la forme /i, compose avec ces indices, s'annullera. En 
effet, on arrivera a un Systeme de periodes simultanees infiniment petites^ en 
considerant dans la serie des formes: 

la premiere de celies dont le determinant ne s'dvanouil poinl. L« demiere 
d'ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisement: 
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L'analyse que je viens d'employer, s^appliqne k nne qaeslion bien dHEfr- 
rente, ä la tASorie des unitü complexe$ lß$ plus giner aisa^ et donne ee 
tböoreme : 

„Seit m! le nombre des meines •reelles el des coupUs de racines ima- 
„ginaires d'nne öqnation irridnctible a coefBcients entiers el dont le premier 
„coefficient est Tunile, si ron a ni! onites complexes quelconqaea, formees 
^avec les racines de cette eqoation, alles peavenl tonjonrs s^exprimer par 
„les prodoits des paissances entleres, positives oa negatives, de w! — 1 
„aatres convenablement cboisies*)/* 
Nommons 

les racines reelles de reqnation proposee, el 

les diverses couples de ses racines imaginaires. Seit encore 

y.(a) = ai+a*. + a^C|+ • • -f «"""''fi 
une nnite complexe quelconqne, et 

logyJC«) = («)f 
•ogyi(/?)yi(y) = (Ar)« 

je dis qu'il est toujonrs possible de determiner ponr x^^ x^^ . . x^,^ nn Systeme 
de valeurs entieres, positives ou negatives,, telles qn'on ait 

(1.) F(a) = ou y^(Ä).</>^'(a) • . V^.'^it^) = 1. 

Cetle condition, d'ailleurs, aura necessairement lien ä la fois pour tontes les 
racines, reelles ou imaginaires, pnisqa'elles appartiennent, par bypothese, ä une 

equation irriductible. 

Supposons en effet, Tiquation (1.) impossible, et voyöns quelles coii- 

s6quences vont s'ensuivre. 

*) Le IhAorÄme complet savoir: Qu'U y a effBctivement , dms foui les com, 
m'— 1 unilBs camplexei independanieB par les nroduiis des puissoHces desqueUes 
OH puisse representer iouies les autres^ est un des plus imporlants mais aossi un des 
dIus Äplneiix de la scIence des nombres. La dömonstration rigoureuse de ce thöortee 
a 6\6 donnöe par M. Lejcune Dirichlet, dans les Comples rendos mensuels de TAcad. 
de Berlin du 30 Mars 1846. Voir aussi ceux d'Avril 1842 et d'Oclobrc 1841-, et nne 
lettre du mÄme aateur & M. LiouviUe (J. d. M. VoLV. 1840). J. 
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En premier iien, denx systeroes dislincis de valenrs entiires iee ind^- 
terminöes, Wi^ tt^^ . . m^^^ ae donneront jamais la mdroe yaleur de F(a). 
Car ayant p. ex. 

on en deduirait 

(a?i — yi)(a)i + (ara-3r,)(«)2+ • * +(^m'-y«.0(«)-' = 0, 
c. ä d. une Solution de requalion (1.)) ce qui est coiUre Thypolhese admise. 
Cela posö, je considere la forme quadratique: 

dont le dötermfnanl est: 

(«1)1 («iX . . (ffi)«'-i \^ 

(«2J1 («2)2 • • («2}m'-l 

• • • 

• • • 

• • • 

2^ __ * d^t / ("»-1)1 (««-»)j • • («1.-1)1»'-» 

^ *\(A,yi)i (/?i,yi)i . . (A,yi)m.-i 

(/?2iyj)l (Ä 1/2)2 . • {ßi,n)m'-l 

• • • 

• • • 

• • • 

et je le supposerai d'abord difförent de sero. 

Dans ce cas, si je cberche les minima de la forme P, pour des valeors 
indefiniment croissantes de J, il est clair qu^en posant 

F'ia) = log*'(a) 
et par suite, 

j^obtiendrai une infinite d^mitis complexes, ^(^^ tontes diiferenles, d'apres la 
remarque precedemment htte^ et dorit les valevrs absolues röeOes, aiBsi qne 
les modules des valeurs imaginaires, seront aussi voisins de Tunitö qu^on voudrii 
Or on aurait de la sorte, m' fonctions liniaires et homogenes, a m' inditer- 
min^es entiirea, qui aeraient su^ceptibles de prendre une infinit^ de valeurs 
numeriques inegales et comprises dans un Intervalle liroile, ice qui est absurde. 

Lor^ique ie determinant Z) sera diff&reut de sero, on peut donc satiSf» 
faire par des nombres enliers a r^quatiouii 

Ä:i(a)i4-X2(a)2 4- • • -{x^J^a)^. — 0. 

42* 
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Cela pose, je fais 



les nombres enliers y, ^, • • v, itant pris de maniere que le delerminant 
relatif a ces equations Unfaires et ä la precedente, seit rnnile. II est clair 
qu*on ponrra tirer de lä, les valeurs des m' anitSs g>i(o)^ exprimees par les 
prodaits des puissances entieres de Y(d)^ ^(ß)^ • • ^C^)? ^i representent 
d'autres unites complexes, au nombre seulement de m' — 1. 

II me reste a examiner le cas ou le determinant de la forme F, est 
suppose s^evanouir. Seit alors: 

et Di le determinant de la forme 

Si Ton suppose J9/.i nal, on trouve, tout-a-fait comme precedemment, que 
J^Di s'obtient en faisant la somme des carres des divers determinanis que 
fonrnit le Systeme: 

(«1)1 («2)1 • • (a«-l)l (ßl^ri) 0^2,^2)1 . • {ßn'^Yn') 

(«1)2 («2)2 • . («„-1)2 (A^yi) {ß%'^Y^ • • (ßn'^rnd 






(«l)m'-l-i («2)m'-l-i • • («ii^)m'-l-i (ßl^Tl)m'^l^i iß2^Yl)m'^l^i • • (/^nM^nOm'-l-i 

en employant wl—\—i Ifgnes Terticales. Consideranf donc dans la serie 
des formes 

la premiere de Celles donl le determinant ne s'dvanouit point (et la demiere 
est toujours dans ce cas), on obtiendra absolument les mdmes rSsoltats que 
ceux auxquels nous sommes parvenus lout-a-Pheiire , pnisqne le determinant Z7i 
deyient d'une petitesse arbitraire poor des valeurs suffisammeut grandes de J. 
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Je ne sais, Monsieur, si ces resnltats et la methode que j'ai employee, 
sont connus, et nommemeiit s^ils se trouvent dejä dans les travaux de M. Kummer, 
que Vous avez ea la bontd de mMndiquer. M. Liouville saus deute les pu- 
blierait de suite dans son Journal, si nous pouvions trouver un traducteur, et 
ce serait pour moi en particnlier, un grand plaisir de prendre connaissance de 
ces recherches d^apres ce que Vous m^en avez ecrit. LMntroduction du nombre 
complexe auquel M. Kummer donne le nom d^ideal, minteresserait surtout 
au plus baut degrö. 

P. S. L'expression des uniles complexes au moyen d'un nombre de- 
termine d^entre elles, donne lieu a une remarque essentielle et que j^ai omise, 
lorsque les racines qui entrent dans leur composilion , sont toutes imaginaires. 
L^analyse que j'ai employee, conduit alors de nouveau a isoler celles de ces 
unites dont le module analytique est un, si toutefois il en existe. C^est au 
reste le möme resultat auquel je suis parvenu par une toute autre voie dans 
ma derniere lettre. 
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Auszug zweier Schreiben des Prof* Hesse an den 

Herrn Prof. Jacobi und eines Schreibens des 

Prof Jaoobi an Herrn Prof Hesse. 



Koiiigtborg den 27. Nowamber 1940. 

Ihr Brief ist mir von unschätzbarem Wertbe, weti ioh daraas Ihre 
alte Freundschaft entnehme, und er mir zugleich das bringt, wonach ich mich 
lange gesehnt habe. Sie schreiben von meiner Meisterschaft in gewissen 
mathematischen Dingen and beweisen gleich darauf, wie viel mir daran fehft. 
Das lasse ich mir schon gerne gefallen, da dieser Beweis von unberechen- 
l>QTem Nutzet) fOr meine Bemtthurigen zu werdet) verspricht. Ich bedauere nichts 
mehr^ als dafs 80 Meilen zwischen uns liegen, was mit einem halben Jahre 
gieichbedentend ist. Im Sommer haben Sie det) Beweis gemacht, der fOr mich 
vielleicht eine Lebensfrage ist, und im Winter erst kann ich ihn erfahren. 

Reductionen der Art kommen in der Geometrie oft vor. So Idfst 
sich z. B. der Grad det Qteichung der SchmiegungsSlbene einer Curve 
doppelter Krümmung, eniefanden aus dem SfcAnitt zweier atgehrmechen 
Oherflächen, immer um 9 Einheiten in Rücksicht auf die Coordinaten des 
Berührtmffspunctes mit Hülfe der Gleichungen der beiden Oberflächen 
reduoiren. Die redocirlen Gleichungen, zu weitifluftig hier hinzuschreiben, 
werde ich alsbald an das Journal sthtcken. 

Ich erlaube mir noch in Rücksicht auf die Wendepuncte eine Bemer- 
kung binzuzufflgen, die ich eben jetzt gemacht habe, und die mir interessant 
scheint. Wenn u eine homogene Function von x, y, z, und wenn 

du _ n ö" _ o ^" «= O 



so ist 



• • : •=— T— : • • === -=r— r : -^— rr : • • : -r — =— : • • 



WO V die aus den sweiten partiellen Differentialquotienten von u zusammen- 
gesetzte Determinante ist Hieraus erklärt sich auch, warum in einen Doppel- 
punct immer 6 Wendepuncte zusammenfallen. 

Mit dem innigen Wunsche Ihree Wohlergehens 

Ihr treu ergebener Schüler 

Otto Hesse. 
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Königsberg den 7. December 1849. 

— — — Sie haben darch Ihren Beweis von den Doppellangenten 
ragleich dargethan^ dafs auch der Grad Jedes Gliedes der Reihe 

wo b=z-M^ ass-^, mit Hälfe der Gleichung, f{x,y)^=sQ^ sich om 2 Ein- 
heiten erniedrfgen iftfst. Wie sich aber durch diese Erniedrigung die Coöf- 
ficienten 02, 03, • . gestalten, Iftfst sich aus Ihren Andieiitungen nicht schliefsen, 
(Sie haben das ja auch gar nicht gewollt) und doch wfire gerade die wirk- 
liche Darstellung der reducirten a in einer einfachen Form fflr mich von der 
höchsten WichtiglteiL 

Schliefslich erwAbne ich noch einer Eliminaflonsmethode zur Anwen- 
dung auf Curven 3ter und 4ter Ordnung. Ich habe mir nAmlich die Aufgabe 
gestellt, die Gleichungen dieser Curven durch Liniencoordinaten auszudrflclien, 
wenn sie in Punctcoordinaten gegeben sind, d. b. die Variabein aus den 
4 Gleichungen zu eUminiren: 

,4 ^ da du du 



(2.) «iXi-f «2^2-f^3^3 = 0, 

wenn tf=0 die Gleichung ^er Curve isL Zu diesem Zwecke bilde ich fflr 
die Curven 3ten Grades die Determinante v aus den Gröfsen 

a»M d*u öNi 



Ol 



dx\ dx^ 3x, 9jr, öjr, 

a%i d^H d^u 

esi a'fi a'u 

dx^dx^ dx^dx^ dxl 



Ö3 



«1 «2 «3 0, 

und eliminire die Variabein Xi^ 0^2, o:«, X aus den linearen Gleichungen 

(3.) «iXPi-f ccjXj-j-ajar, == 

(3.) ^+U,«0, ^ + *«. = 0, '^ + '«. = 0. 

Dieses Verfahren für die Curven 3ter Ordnung ist ein anderes als das, welches 
ich bereits bekannt gemacht habe und was auch Cajfley bekannt gewesen sein soll. 
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In dem Falle, wenn ti = eine Carve 4ter Ordnung ist, bilde ich 
aus der Gleichung (2.) 6 andere Gleichungen durch Hultiplication mit xi^ 
XiX2^ ^1^3 9 ^2 9 ^2^3 9 ^9 und eliminire aus diesen 6 Gleichungen, den 
3 Gleichungen (1.) und den 3 Gleichungen (S.)) wie aus linefiren Gleichungen, 
die 11 Unbekannten a^i^ ^1^29 • • und l. 

Otto Hesse. 



Von dem ersten Salz Ihres gfitigen Schreibens vom 27*^" Nov. habe 
ich einen Beweis gesucht. Man hat die n identischen Gleichungen: 

wenn t# vom m*^'' Grade ist. Durch ihre Auflösung erhalte man: 

wo Ui^k=^Ui^i. Differentiirt man diese Gleichung nach x^^^ so wird 

dv __ (m—\) 1-^^ -^ 4- ^^^-^ ^^ , , I ö^^yi fl»^ } 
dXf^ ' ^ \ dxj^ dx^ ' dx/^ dx^ * dx^ dxn J ' 

wo Xi, von Xi verschieden. Differentiirt man nochmals nach o?/, so erhftlt man 

-(»1-1) jf^ve^^ öx"öx, + ^'''dx,dx,dxj ' ' + ^-.' öx.öx" ^*J • 

flu 

Wenn /=i, kommt rechts noch (iw— 1)^ — hinzu. 
Es sei jetzt 

du _Q i!ü_o i!i = o 



ÖJ-j ' SjT, ' * ' dXn 

so wird 

wo N fOr sämmtliche Combinationen von 1 und Ar Dasselbe bleibt. Es folgt 
daher aus der zuletzt gefundnen identischen Gleichung: 

was Ihren Satz giebt. 

C. G. J. Jaeobi. 
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28. 

Auszug mehrerer Sehreiben des Dr. Rosenhain 
an Herrn Professor Jaeobi über die hyper- 

elliptisehen Transeendenten. 



I. 

Dominium Wiersbel^ Kreis Falkenberg in Oberschlesien 

den 3. September 18^. 

Jxl.eine Arbeit über die dreifach periodischen Fanctionen *) habe ich 
immer nar als eine Vorarbeit angesehen, die mir bei der Untersuchung der 
vierfach periodischen Functionen manchen Fingerzeig geben könnte.* Diese 
Ansicht hat sich jetzt bei mir vollkommen befestigt. Ich hohe närnlich Jetzt 
vierfach periodische Functionen y durch deren Differentialion man auf das 
hjfperelliptische Integral^ 

{a-\'ßx)dx 



f-. 



/(x(l— ar)ll~x«.r)(i — AVjli — iu»x)) ' 
kommt. 

Sie erinnern sich vielleicht noch, dafs ich kurz vor meiner Abreise von 
Königsberg Ihnen unendliche Producte mittheilte, von denen ich vermuthele, 
dafs sie auf das hyperelliptische Integral führen würden , weil ich sie auf ähn- 
liche Art aus jlen dreifach periodischen Functionen zusammengesetzt hatte, wie 
die doppelt periodischen aus den einfach periodischen zusammengesetzt werden. 
Nachdem ich mit meiner Habilitation in Breslau fertig war, nahm ich diesen' 
Gedanken wieder auf. Ich sßh aber bald, wie es sehr schwer sei, von diesen 
Producten aus durch wirkliche Ausführung der Multiplication auf einfache Reihen 
zu kommen. Ich versuchte mich daher lieber unmittelbar an den unendlichen 
Reihen selbst, und bildete mir dergleichen aus den dreifach periodischen Functio- 
nen (oder vielmehr aus ihren Zählern und Nennern) auf ähnliche Art, wie die 
Functionen & aus der einfach periodischen Function zusammengesetzt werden. 
Diese Reihen konnten eben so behandelt werden, wie die Functionen t9- von 



*) Mit dieser nicht poblicirten Arbeit hatte Hr. Dr. Rosenhain in Königsberg den 
Doctorgrad erworben. J. 
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Ihnen in Ihren Vorlesungen behandelt worden sind. Mit der gröfsesten Zu- 
versicht, dafs ich wirklich auf das hypereliiptische Integral kommen wärde, 
ging ich au die Arbeit, nachdem ich bemerkt hatte , dafs die eine der Rei- 
hen, aus welcher sich die übrigen 15 durch Yermehrong der Argumente 
um halbe Indices ergeben, wenn man von constanten Factoren absieht, die 
Form habe^ 

msz — » /=— » 

d. h. nichts* anderes sei, als eine Summe von Exponenlialgröfsen , deren Ex- 
ponenten aus einem vollständigen Ausdruck zweiter Ordnung mit zwei Variablen 
dadurch erhalten werden, dafs man für die beiden Variablen alle positiven und 
negativen gansen Zahlen setzt. Denn ähnlich war der Zähler von J am , den 
Sie in den Vorlesungen mit ^s^r) bezeichnet haben. 



&,(v) = 2: e 



X" ^am''-\-2um 



wo a = Iog7^ ^^^^ ^^"^ Summe von Exponentialgröfsen, deren Exponenten 
aus einem vollständigen Ausdruck 2ter Ordnung mit ^ner Variablen dadurch 
erhalten werden, dafs man für die Variable alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen setzt. 

Doch ich vergesse ganz, dafs ich Ihnen dergleichen nicht so weitläufig 
auszuführen brauche. Ich will Ihnen daher nur die Resultate kurz hinschreiben. 

Es ist nach Ihrer Bezeichnungsart in den Vorlesungen, ' 

n^—K R^— ab 

Wenn nun k irgend einen von den Indices 0, 1, 2, 3 dieser 4 Functionen 9- 
bezeichnet, so sind die 16 neuen Reiben dnrcb folgende Bezeichnungen gegeben: 

9»,» {V, w,p,q) =i 2q'''e""'»i(v-\-2na,p) 

<Pkfi{v, w, p, q) = ^9«;»''+")V«''+'>«',^,(''+(2« + 1)a.;') 

<PtAv. w, p, <i) = S{-\r(,'^'e"'"'9u (» + 2»«, P) . 

<pt,iiv, w, p, q) == ;&(-l)'y(«'-+'»'c(*''+'>"'^*(t> + (2«-j-l)«,/»)v 

oder auch 
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« 

ytu(t^, ti;, p, q) = 2{^\rp'^' €'-'•», (w + 2ma, q) 
Wie Sie sehen, hat die Function 

die Form der angegebenen Doppelsumme. 

Diese Function tp habe ich nun auf Ähnliche Art behandelt, wie Sie 
die Functionen d^ behandelten , um von denselben aus auf das elliptische Integral 
zu kommen. Die Resultate dieser Arbeit sind bis jetzt ungefähr folgende. 

Ich will kurz setzen (p,^i{v,w) statt (p^{v,w,p,q,a) und <p^ statt 
<pi,k{^'i 0, p, q, «). Der Index i gehört zu r und py der Index k zu w und q; 
der Modul a gehört sowohl zu v als zu w. 

Setzt man 

woraus xZ>^'>fi fol^U un<l bedient man sieb der von Herrn Prof. Richelot 
eingeführten Bezeichnungen, 

X] == i~x\ A = 1 -A% /l] = 1— /i^ 
1-2 f y2 .,2 2 i2 2 ^2 2 ^2 

so wird 

• __ yil.3 %.i j __ ^0,(1%,? __ 90.0^0,3 

^' . 93,3 n» ' ' flMfiA ' V3,o9'j,3 • 

_ yn^'M^^a ;^ _^ 91,1^0.» y».2 ^ JPmSPüjüVjjO , 

9'3,o9'3,iy3,3 ' ' "• 9'3,0?>J,jy3,3"' . Vj.üTs.lVs^ 

Damit Sie alle Formeln, die sich auf die Moduln bezieben, beisammen haben, 
bemerke ich noch folgende, die sich aus den vorstehenden Formeln ergeben 

91,3 ^K ' 9'3,3 *1^« '' 'vl,i Kl*» 

9^.3 ^ Xft »3.0 ^ *»l/*i 9h _ /*Ml^« 

43» 



322 **. Schreiben des Dr. Rosenhain an Hrn. Pref. Jaoobi üb. htfpereUipt. Functionen. 
Setzt man ferner 

so "wird: 

95,0 (">«') 

^ _ I /[J. (l-x,) (1-x V. ) (l-X*x, ) ( 1-A«'x. )] ± V[s, (i-x, ) (l-x'.r, ) (1-AV,) (l-ft*j:.)] | « 
' Jf, — ar, ) 

6) 2 ' =-. .( 1 _ ^'jr,) (1 — u'Xi) 

^ ^1» * 9o,o(<'»«') 

^ _ I •[«-A'j,)(l-^'.r,) j, (l-j.)(l-x'x,)]+y[(l-^«j:.)(l-ft»jr,)x. (l-.r,)(l-x«. r,)l i* 

*/* 95,o(«'»«<') 



_ })^[(l~xVj(l-ft«x,)x.(l-x,)(l-rx.)]±y[(l-^'jr,)(l-^'j.)j,(l-x,)(l-A«j.)H' 



J*, Xj 



iij 



«* <Po,n(». w) 



= _ j /[(1-**J,)(1-Z'.r,) JT. (l-J:.)(l-f«*x.)]±y[(l-x'x,)(l-Vjr.)jf,(l-x,)(l-ft»j:.)1 1« 



JT, jr, r 



' jr, — ^jy, ) 



11) 



Koi». w) 



^ I •L(« --r.)«-AVt)^. (l-x'u:.)(l-ft«x.)1 ±^[( l-J,)(l-Ä«J.)x,(l-xV,)(l-^'x,)H « 



' «^l""^! 
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12-) *«^'^»^^ 9U{v,w) 

^ < Vl{i-s,Ui-ii*x,)jc, (i-x*x,)H-X\r, )] ± •[(l-j;,)(l-^*.g, ):r, (l-x*x,)(i-X*jr,)] y 
\ X,— j:, } 

15) • — ^, r- 

^ { /fj, (1-^*J,) (1-x, ) « -x'x. ) (1-^ V, )] ± |/[j:, (1-y «j, ) (1-x,) (l-««x,) (1-A«j, )J j » 

Diese 15 algebraischen AusdcQcke von Xi und x^ sind genau dieselben, von 
welchen ich in meiner Doctordissertation die Vermuthung aussprach, dafs sie 
sich sämmtUch auf gleich einfache Art als gebrochene transcendenle Functionen 
der zwei Argumente v und w wfirden darstellen lassen, und zwar mit ge- 
meinschaftlichem Nenner. 

Die partiellen Differentialquotienten von ^(XiX-,) üad ^[(i — ^iXl— ^2)] 
kann man sehr bequem darstellen. Man setze 

f(x,,x,A,^) f ^(x\,»,l,i».) " 

WO 

(ar,*,A,u) = x(l— ar)(l— «*x)(l--i*j?)(l— u'o?) 
ist; dann erhält man unmittelbar 

n„J a^(x,X,) 

_ /U (1-y'x.) (1-x. Xl-^'x. ) (1-AV. )] -y[x. (l-ft'x. ) (1-x,) (1-k'j,) (t~XV,)l 
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_ 2ir- dV[(i-x-,) (i -.r,)] 
*' V[(l-M*-^.)(<-|«'-r.)]9M 



JC, A'j 



*A*i ,/[(l-A'x, )(1 -ilV, )] du! 



Vlx, (1-Ä'xJ (l-.r, 1 (l-x'f, ) (i-fi'x, )] - /[.r. ( 1-A«x. )(l-j:.)(l -xV,) (1-|» V,)] 



/[(1-A'4-,)(1-A'.i-.)J5«' 



_ y[(l-x,) (1-A'g,) T, (1-x'y, ) (l-/«'.r. )] - »^[( 1-J. ) (1 -A'x. ) j-, (l^xV.) (l-/t»a-,)1 



•^ t »^1 



Wird dann gesetzt, 



so ergiebt sich 



(JO 



du Ä -4^0 -J- Ärfi£? 
du' = Adv\^B'dw, 



9 t' ''^ Ali "^ 9»i' 

dw du ' r)u' " 



•• • 

und Ahnliches für y^[(l.— <a?i)(l — Xj)]. 

Die Differentialquotienten von ^{x^x^) und V^[(l — ^•i)(l — arj)] stellen 
sich je als Producte von zwei jener 15 gleichberechtigten algebraischen Aus- 
drücke von Xi und ^2 dar. Wenn Sie daher in den Gleichungen (.>!.) statt 
Xj^ und X2 die Ausdrücke in v und w substituiren, so .erhalten Sie die Diffe- 
rentialquotienten von 

^1.0^, w) q>^^Q(v, w) 

durch die übrigen Functionen (p dargestellt. Die Ausdrücke für diese Diffe- 
rentialquotienten, wie auch die oben mitgetheilten Werthe der übrigen 13 alge- 
braischen Ausdrücke, habe ich gefunden, indem ich genau denselben Weg 
einschlug, auf welchem Sie uns in den Vorlesungen von den Functionen & zu 
den elliptischen Integralen geführt haben. 
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Von den 16 Functionen (pi^i{v,w) verschwinden für r==i/? = die 
6 folgenden, 

als ungerade Functionen der Variabein v und w. Die Constanten A, ß, 
A\ B\ welche Functionen der drei Moduln x, k^ fi oder der Gröfsen p, ^^ a 
sind^ setzen sich nun aus den Werthen zusammen, welche die 10 Functionen (f, 
die für r = tr t= nicht verschwinden, und die Differentialquotienten der fOr 
diese Annahme verschwindenden 6 Functionen tp, £|r t? = ti; = annehmen. 
Vier von diesen 6 Functionen lassen sich auf die b^den übrigen zurückführen, 
so dafs im Ganzen in den Ausdrücken von A, A, B, B' noch die Werthe 
zu bestimmen übrig bleiben, welche die 4 partiellen Differentialquotienten von 
2 jener 6 Functionen (p für t> = u^ = annehmen. Es ist zu vermuthen, 
dafs auch diese Werthe der Differentialquotienten sich auf eine einfache Art 
auf die Werthe der andern 10 Functionen (p für t7=:t/y = zurückführen 
lassen, werden, nach Analogie Ihrer Gleichung ^(0) = ^(0)6^2(0)^3(0); doch 
ist mir bis jetzt diese Rodnction noch nicht gelungen. 

IJber die Intervalle, in welchen die Grenzen x^ und ^r, liegen,, und 
über die Indices der Perioden, erlaube ich mir, noch einige Bemerkungen 
hinzuzufügen. 

Wenn r und w beide reell sind, so liegt j*i zwischen — oo und 0, 

x^ zwischen 1: und -r* Wenn aber v und w beide den Factor y— 1 haben, 

so liegt 0^1 zwischen und 1, x-. zwischen -7- und -j^* Durch Änderungen 

von I' und w um die halben Indices der Perioden kommen die Grenzen x^ 
und Xi in andere Intervalle zu liegen. 

Was die Periodicität betrifft., so sind die 4 Indices von r: 

in, 0, \ogp, 2a, 

denen nach der Reihe die Indices von w: 

0, in, 2 a, logq 

entsprechen. Ich habe noch nicht streng untersucht, zwischen welchen Grenzen 
die ganzen Integrale zu nehmen sind, damit sie diesen Werthen gleich werden, 
oder vielmehr, "welchem von den 8 ganzen Integralen jeder der 8 Indices 
von V und w gleich wird. Man kann sich aber a, h, al, V immer so be- 
stimmt denken, dafs 
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1 



2/ -r — —. — r ax = n, 2/ -77 — ^ — r Jx = 



1 






«» 



Dann mfissen p^ q , ol, wenn man mit « und £| die positive oder negative 
Einheit bezeichnet, den Gleichungen 

^/'wfÄtH^ = 'Joy/'' 2./' ' "+^^ , rfx = 2.«, 



1 



«fyf 7i^±^, "^ = ^•>- Y""f(^^)^ = '■'"»» 



genflgen; und dazu ist die Bedingungsgleichung 

^r dx n xdx _ n xdx r > dx ' 

J /(.r, X, l, fi) J_^ ^/{x, X, X, fi) V j^{x, x, l, fi) J^ ,/(jr, x, Ä, n) 

= € /*'_-^£_ /^ _il^^l__ /'"_j?:^L_ /^L—^L— 

1/ V(x, X, A, ^ j y y(j:, X, A, |Ci) V y( j-, X, A, 14)7 /(jr, x, A, ^) 
erforderlich, die auch unter der Form. 



1 1 



j^r/ ' (y-z)dy dz ^ _^ />,y>^. (y^z)dydz 



»' 



dargestellt werden kann. 

Diese Gleichung ist entweder eine identische, oder aber die Modulir 
X, k, jLL wären nicht alle drei willkOriich anzunehmen, sondern einer als Function 
der beiden andern aus dieser Gleichung bestimmt. Da ich nicht im Stande 
war, von vorn herein der Gleichung anzusehen, ob sie identisch sei, oder nicht, 
so liefs ich vorläufig die Sache auf sich beruhen, und absolvirte zuerst den 
Beweis , dafs die Functionen cp wirklich auf ein hyperelliptisches Integral 
führen. Nachdem dies geschehen ist, und ich wenigstens zwischen deh fOr 
;f, A, ,a angenommenen Werthen, 

X = ''^».»'^'■^ l = 92,097.2 ^ 92,i,%,i 

9ifl%fl ' •3^3.0 Vj,» ' 9ifi9iii ' 



28. Schreiben des Dr. Rosenhain an Hrn. Prof, Jacobi üb. hyperelUpi. Functionen. 327 

keine Relation entdecken kann, soll es nun meine nächste Arbeit sein, die 
Gleichung zwischen den Doppel -Integralen zu antersuchen. Ich halte es fär 
das Gerathensle, zu diesem Zwecke das Abelsche Theorem auf Doppel-Inte- 
grale auszudehnen, woröber Sie einen Fingerzeig in Ihrer Recension von 
LäBgenär^a ^Tratte '^ gegeben haben. Es ist anzunehmen, dafs auch zwischen 
den Tielfachen bestimmten Integralen hier Relationen Statt finden. Eine der- 
selben ist schon von Haedenkamp, nachdem Sie das Resultat vorher erwähnt 
hatten, im Crellesc\ien Journal bekannt gemacht. So viel ich mich erinnere, 
ist es für die nächste Gattung hyperelliptischer Integrale ein 6faches Integral, 
das dort \7i proportional gefunden wird, und die Erweiterung der Relation ist, 
welche zwischen den ganzen elliptischen Integralen der ersten und zweiten Gat- 
tung Statt findet. 

Wird ^ = ^==0 gesetzt, so wird die in Rede stehende Gleichung von 
selbst erfüllt, wenn € = — k^ gesetzt wird. 

Es wäre vom höchsten Interesse, nun auch die Reihen 

zu untersuchen, in denen fifn^^ m^^ 1713, . . tii„.i) eine vollständige rationale 
ganze Function der n — 1 Gröfsen m^^ m,, 1113, .. f/i^.i vom zweiten Grade 
bedeutet, und die Summe JS so zu nehmen ist, dafs diesen n — 1 Gröfsen 
die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen beigelegt werden. 
Nach der Analogie der elliptischen und der ersten Classe der hyperellipti- 
schen Integrale sollte man erwarten, dafs diese Reihen auf das hyperellipti- 
sche Integral der (n — 2)ten Classe führen werden, in welchem die Gröfse 
unter dem Wurzelzeichen auf den (2ii)ten oder (2ii — l)ten Grad steigt. Dieses 
Integral hat aber nur 2n — 3 von einander unabhängige Moduln, während in 
der Reihe, wenn man die {n — 1) Coefficienten der ersten Potenzen der 
n— 1 Gröfsen tn^ als die n — 1 Argumente betrachtet, ^(n— l)ii Moduln 
vorkommen; wenn man nämlich Moduln die in die zweiten Potenzen der 
Zahlen m^ multiplicirten Gröfsen nennt. Man sieht leicht, dafs diese Reihen 
sich auf dieselbe Art behandeln lassen, wie die & und (p, indem man nämlich 
den Satz, dafs sich eine Summe von 4 Quadraten noch einmal als Summe 
von 4 andern Quadraten darstellen läfst, auch hier in Anwendung bringen 
kann. Es ist daher ein Weg da, um auch von diesen Reihen auf die zuge- 
hörigen Integrale zu kommen. Fflr die nächste Reihe mit drei Argumenten 



9 
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welche auf die Form, 

z^rflckkommt , wird sich die Sache mit Hillfe der fOr die Function tp schon 
gefundenen Formeln ohne gar zu grofse Schwierigkeit ausfahren lassen. In- 
dessen werde ich auf jeden Fall erst die Functionen (p von 2 Variabein za 
ergrflnden suchen; vielteicbl eröffnet sich mir dadurch ein neuer Gesichlspnnct 
ffir den Gegenstand. Der Weg, von den Reihen zu den Integralen über- 
zugehen, wird bei einer gröfsern Anzahl Variabein nicht etwa wegen der 
Methode, sondern wegen der Ungeheuern Anzahl von Formeln, aus welchen 
man die passenden heraussuchen mufs, so sehr unangenehm. Schon bei den 
Functionen (p war die Aufgabe nicht ohne Schwierigkeit^ und nur die Ana- 
logie mit den Functionen & und die Vorarbeit aber die dreifach periodischen 
Functionen setzten mich in den Stand, mich schneller in dem Labyrinthe 
von Formeln zurechtzufinden. 



\ 
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IL 

Breslau den 13. Mai J84f>. 

Was die noch in Frage stehende Relation zwischen den Indices der 
vier Perioden betrifft, so habe ich versucht, ob die Ausdehnung des Äbehchen 
Theorems auf Doppel - Integrale , welche Sie mir bei meiner Anwesenheit in 
Berlin mitzutheiicn die Güte hatten, das geeignete Instrument zur Erledigung 
dieser Untersuchung sei. Es handelt sich hier freilich nur um die Vergleichung 
isweier Doppel -Integrale; allein die Ansätze können hiezu sehr verschieden 
gemacht werden, und es ist im Allgemeinen eine sehr verwickelte Aufgabe^ 
über die Realität und die Grenzen der Intervalle der Wurzeln von 2 Gleichun- 
gen mit 2 Unbekannten Rechenschaft zu geben. 

Bezeichnen X und Y die Ausdrücke, 

X = {a^ — x){a^ — x)(a^ — x){a^ — x){a^ — x){a^—x) 

Y = (öl— y)(fl2 — r)(«3— r)(«4— r)(«5— yKö6-y;, 

so haben die Integrale, um welche es sich handelt, die Form 

*(x — y)dxdy 



fß 



AXY) 

Die Summe zweier solcher Integrale soll gleich werden. Die zu integrirende 
Function ist aber in Bezug auf x und y symmetriseh. Setzt man daher 

(ar — a)(y — «) = t, (x — t)(y — b) = u, 

und führt statt x und y die neuen Yariabefai t und u ein, so verwandelt sich 
das zu untersuchende Integral in 

dt du 



fh 



VF{t. u) ' 
wo F(jl,u) das Product aus 6 Factoren von der Form ii-|-Ä/-f Cii ist. 

Zwei Gattungen von Ansätzen habe ich nnn vorzüglich untersucht. 
Der eine ist von der Form: 

(p{x,y)^{a, — y){a^ — y){ß—xf — Y\{a^—y){a^ — y){a^ — x){4i^ — x)=0^ 

wo ^{x,y) = f{y,x). Für jedes Paar conjugirter Wurzeln x, y der beiden 
Gleichungen, /*=0, 9 = 0, erhält man die Gleichung 

{.r — y) äx dy y(jr — yYdßdy 

AX.Y) ~ f\xW{y)-f{y)qf{x)' 

44» 
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Die Ausdrflcke 

j; — y ' jr — y ' X — y 

werden aber symmetrische Functionen von x und y, d. h. ganze rationale 
Functionen der beiden Gröfsen 

i = (a: — a)(y — a), u = {x—bXy — b), 

und zwar der erste Ausdruck in Bezug auf t und u vom ersten, die anderen 
beiden sind vom zweiten Grade. Ferner hat man 

nx)<p\r)-(ff{x)f'{y) = (*-a)(ar-y)'{;t'(0v'(«)-V'(O/(«)}, 
wenn 

xf(x,r)-yq>(x,y) ^ ,, . 
X — y ^ 

gesetzt wird. 

Aus der oben aufgestellten Differentialgleichung erhält man daher nach 
einem bekannten Verfahren die Summe zweier Integrale yon der Form 

JJ i/(Fii^ W gleich 0, wenn man als Grenzen die Werthe nimmt, welche die 
beiden Wnrzelpaare der Gleichungen 

X{t,u) = 0, ^{t,u) = 

fflr die Grenzwerthe der beiden variabeln Coefficienten ß nnd y annehmen. Die 
Anzahl der Ansätze von dieser Form ist sehr grofs, weil man in denselben 
die Constanten <fi, o,, • . Og auf sehr verschiedene Arten mit einander ver- 
taaschen kann. Ich habe aber unter ihnen keinen finden können, bei wel- 
chem die Grenzen der Integrale sämmtlich in die verlangten Intervalle zn liegen 
kommen. 

In der anderen Gattung von Ansätzen, welche ich betrachtet habe, 
sind die Functionen f{x,y) nnd q>{x,y) von der Form 

fi^ß y) = («1— ^)(«i— r)— »»(^— ^X^— y) 

y (^> y) = («3— ^X«3— yX«6— ^)(«6— y)— ».(«4— a?)(a4— yx^— ^X^— yX 

wo m und n oder vielmehr ^m nnd ^n die neuen Variabeln sind. Hier sind 
f und (p geradezu symmetrische Functionen von x und y und daher ganze 
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rationale Functionen von / und u: f vom ersten und (p vom zweiten Grade; 
mithin erhält man aus diesem Ansätze wiederum die Summe von nur 2 Inte- 
gralen der angegebenen Form gleich 0. Er führt indefs eben so wenig 2um 
gewünschten Ziele, als andere weniger regelmfifsige, an welchen ich mich eben- 
falls längere Zeit versucht habe. 

Ich entschlofs mich nun endlich, die Richtigkeit der in Frage stehenden 
Gleichung durch Reihen-^Entwicklung zu prflfen. Ich hatte einige Scheu vor 
dieser Arbeit, weil die Methoden einer solchen Entwicklung nicht gerade auf 
der Hand liegen. Nicht ohne viele Mühe und nach mancher beschwerlichen 
Rechnung gelangte ich endlich zu den Reihen für die 8 einfachen Integrale, 
aus welchen sich die beiden zu untersuchenden Doppel -Integrale zusammen- 
setzen, und hatte nun die Freude, die in Frage stehende Relation in den 
4 ersten Gliedern, welche ich berechnet hatte, wirklich bestätigt zu finden. 

Ich versuchte jetzt wieder auFs neue das ^6^/sche Tbeorm, das ich 
auf alle mir zu Gebote stehende Arten handhabte, auch durch andere Methoden, 
wie rationale Substitutionen, welche ich unmittelbar auf das Doppel- Integral 

JjVWii — r ^'^^^w®^^®'* versuchte; aber vergeblich. Vielleicht ist der Weg, 

welchen ich eingeschlagen habe, ein ganz falscher. Denn es ist ja gar nicht 
nothwendig, dafs diese Relation zwischen den bestimmten Integralen sich aus 
einer Gleichung zwischen unbestimmten Integralen müsse ableiten, und diese 
letztere sich durch eine algebraische Relation zwischen den Yariabeln müsse 
ersetzen lassen ; und dies habe ich bei diesen Versuchen immer stillschweigend 
vorausgesetzt. Ich habe deshalb zuletzt die Methode anzuwenden versucht, 
welche hegendre zum Beweise der Relation zwischen den ganzen elliptischen 
Integralen von der ersten und zweiten Gattung gebraucht hat, nemlich die 
Differentiation nach den Moduln. Ich schreckte aber bald vor der Compli- 
cation der Rechnung zurück. 

Nun noch Einiges Ober die Art, wie ich die Reihen - Entwicklung an- 
gestellt habe. Wenn, wie vorher, 

X = (öl — x)(ai — x)(a5 — x)(a4 — a:)(a5 — a?)(ii6 — a?) 

F= (öi— )r)C^— y)(«s— y)(fl4— y)(«6— r)(^-y) 

gesetzt wird, und 

ist, so hat man nach Ihrem Theorem: 
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/•* ' dx _ r"* dx , f^ dx _ rt 

"i "i «» 

/•"' dx /•"» dx , /••' rfx „ 

J "TT ^y i^r-t/ "TT- == ^ 



'<, ff, 



/•" xdx f'-xdx , /•"' ^i/j- _ ^ 

«, «I, «, 

y /^r y vjc 'J val ~ ' 

«. «. «^ 



und hieraus erhält man unmittelbar. 



M — T' f'^ (^-r)'txdy _ /•"' r" '(x-y)dxdy 

" "~y y /( — ri') y y *'(— jrr) 

_ /^* f"> (x—y)dxdy I /•"' r"' ix—y)dxdy 

— JJ ^(r-XY) "ry y ^{-XY) 



«j «♦ «c rt. 



_ /•"« r^ {x-y)dxdy _ /•"' f ^KX-y^dxdy 
—JJ i(—XY) J J i(—XY) 

üf = ist die Relation zwischen den ganzen Integralen, um welche es sich 

< 

-bandelt. Fflr die canonische Form ist 

und daher werden, wenn 

gesetzt wird, die drei Formen des Ausdrucks M folgende: 

M = f r (^—y)dj-dy r^ff" {x—y}dxdy 



1 1 



üf = /•'"/•^ ' (x-y)dxdy , /-• /• " (j-y)rfxrfy 

•{ •/ y'C— (jr,x,A,/t).(;^,x,A,/t)) "f"y y^ »'(—(j:,x,A, #«)(:»', x,A,^)) 



«' 



M = /^'/" (x-y)dxdy n r-' (x-y)dxdy 

•/ •/ •(— (jr,x,A,|ii).(jK,Ä,A,^)) y J V{— (x, X, A, fi) (y, X, A, /u)) ' 

Ich habe nun die dritte Form des^ Ausdrucks M gewählt und sie nach 
Potenzen von X'^ — /i^ entwickelt. Zur Reihen -Entwicklung habe ich mich 
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einer yon JKrichlet bei den elliptisohen Integfralen angewandten Methode be- 
dient, welche mir JoacAimsthat vor längerer Zeit mitgetheilt hat. Sie beruht 
auf der Gleichung 



/i^ dtp 
a*cos7)*-f Ä*siny* 



Üb 



Sind nfimlich a und b irrationale Functionen von x, z. B. ^ = }/(l — ^), 
A = |/(l — x^x^)^ so hat man 

n dx /•*«/•! dq>dx 

*V /((*— •«••)(1— «••^*)) ~4 (1— •^')co8<p'+(l— x»x'X8ln9* 



(I 



Die Integration wird nun zuerst in Bezug auf x ausgefOhtt; dann wird nach 
Potenzen von }c] = i — y^ entwickelt und jeder einzelne Term der Entwick- 
lung in Bezug auf (f inlegrirt; und so erhält man die von hegendre gegebene 
Entwicklung von F^ = K für den Fall, wo x nahe an 1 liegt. 
Ich bin in meinem Falle von dem dreifachen Integral 

P\n pn /»x, (a -\-ßx^)d(pd\t)dx . 2f' '(»+ßx*)dx 

J J J (^*cos9)»+ff*sin9)*)((7»co8V'*+D*sinV') ~ ^ J ABCU 

ausgegangen, indem ich 

gesetzt habe. Nachdem linker Hand die Integration in Bezug auf x zuerdt 
ausgeführt ist, theilt sich das Integral in zwei Theile. Der eine ist in Bezug 
auf 9, der andere in Bezug auf ip von der Form 



•/ «*cos9*-f 6*sin<p* ' 



SO dafs nur noch eine Integration fQr jeden Theil zu leisten ist, welche erst 
nach der Entwicklung an den einzelnen Termen ausgefOhrt wird. Ich habe 
auf diese Art das Integral 



2 



i-ßx^ydx /** {a+ßx)dx 



, r (a+ßx')dx _ f 



nach Potenzen von X^ — u^ bis -eu (A^ — /i'^y incl. entwickelt. Die Entwicklung 
der ganzen Integrale in den Grenzen und 1, 1 und -7-, -p- und -^ nach 
Potenzen von T — /t' macht weniger Schwierigkeit. Der logarithmische TheiK 
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welcher in der Entwicklung von f \,^"} ^. enlhallen ist, fsllt bei dem 
Doppel - Integral 

weg, and die Entt¥icklnng dieses Integrals nach Potenzen von il^ — fj^ atimnit 
in den 4 ersten Gliedern, welche ich berechnet habe, mit der Entwicklung von 



P p ^ (x—y)dxdy 



voUkommen flberein. 
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III. 

Breslau, den 21. Mai 1847. 

JMLeine Concurrenzschrift bat die Devise aus Göthes Iphigenie: 

Das Wenige verschwindet leicht dem Blick, 
Der vorwärts sieht, wie viel noch übrig bleibt. 

Sie werden dieselbe um so passender finden, wenn icb Ibnen sage, dafs icb 
mit der Arbeit eigentlich nicht ganz fertig geworden bin, sondern mich habe 
beeilen mOssen, um nur noch den Beweis mit aufnehmen zu können, dafs die 
fast zu ausfflhrlich behandelte Transcendenle <p wirklich auf das hyperelliptische 
Integral fOhrt. 

Der Gang, den ich in meiner Abhandlung genommen habe, ist kurz 
folgender. 

In einer kurzen Einleitung erörtere ich zuerst den Stand der Frage, 
und setze auseinander, dafs ich das Problem nicht direct, wie es gewöhnlich 
gestellt wird, angegriffen, und die inversen Functionen der hyperelliptischen 
Integrale gesucht, sondern mir aus den Zählern und Nennern der dreifach 
periodischen Functionen zweier Variabein, welche die inversen Functionen 
der elliptischen Integrale der dritten Gattung sind, neue Transcendenten nach 
demselben Gesetz gebildet habe, nach welchem sich die Zähler und Nenner 
der elliptischen Functionen aus dem Zähler und Nenner der einfach periodi- 
schen Function lang 9 zusammensetzen. Die Quotienten von je 2 dieser neuen 
Transcendenten, bemerke ich, seien Functionen von 2 Variabein mit 4facher 
Periodicität, und daher sei die Untersuchung derselben und ihrer inversen 
Functionen an und fflr sich von Interesse. Sie liefsen sich eben so behandeln, 
wie die Functionen &, und ich hätte nun umgekehrt als ihre inversen Functio- 
nen, durch die von Ihnen für die Functionen & gegebene Methode, die erste 
Gattung der hyperelliptischen Integrale der ersten Classe gefunden. 

Zur Sache selbst übergehend, entwickle ich ganz kurz Ihre Formeln 
zwischen den Functionen &, mit 4 verschiedenen Argumenten, wobei ich mich 
der Zeichen Ihrer Vorlesungen bediene. Darauf leite ich mit Hülfe dieser 
Formeln die Ausdrücke der dreifach periodischen Functionen ab, welche die 
inversen Functionen der elliptischen Integrale der drillen Gattung sind. Dann 
bilde ich aus der Function 

welche einen der Zähler der dreifach periodischen Functionen bildet, mit Hülfe 
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eioei oeaen Hodub /», die Reibe 

masl 
="!?/»-«*-' di (IT -{- 2 «lii, y) 

=:"':s'f'^"'&s (» + 2n J, ^) 






Dieses Bildnngsgesels ist demjenigen analog, nach welchem die Fnnetion 






ans der Function «f^'^-f ^^*^ mit Hfllfe eines Moduls q gebildet wird. Von 
den übrigen 15 Functionen q>r,M{^, ^)^ wo r und s irgend einen der 4 Indices 
0, 1, 2, 3 bedeuten, erwähne ich vor der Hand nur, dafs sie Alle dieselbe Form 

haben, wo a, h, c lineare Functionen von r und w sind. 

Ich behandle darauf die Function q>z;%{v,w) auf ahnliche Art, wie Sie 
in den Vorlesungen die Transcendenten S-iiv) behandelt haben. Ich zeige, 
dafs 93^(t^/tr) Ewei Perioden hat, deren conjugirte InäieeM und in und 

in und sind; dann, dafii eben so J^Vi^{v,w) und ^^^^{v,w) doppelt 
periodische Functionen sind, und swar die erstere mit den conjugirten Indioea 
log/r und 2A, und in, die letalere dagegen mit den Index-Paaren in und 0, 
2A und logy; endlich, wenn 

Iogplog^-4J' — '^^' ""^ 

gesetEt wird, dafs 

m=S— «D 11=5— CD 

ebenfalls doppelt periodisch ist, indem die beiden Paare conjugirter Indices 

logp und 2A, 2Ä und log^ sind. 

Setzt man 

plogiy — 2Aw y tologp — 2Ä0 «^ 

log|»iog9 — 4il* ' logp log 9^-4^* ^ 
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mithin 

Vlogpi-2AW = V, W\ogqi-2AV = w, 

80 kann man fiv,w) auch noch auf folgende Arten ausdrfldien: 

f (V, w) = V*logp-\- ff^logq^A AVW 

__ V* I logylogy— 4J* y-ra 
logp ' logp 

«l I logplogy— 4J*' p, 



log 9 * log 9 

Drflckt man daher ^''''^^ ^(p, w) dnrch Fond W nns^ so werden in Beiug 
anf diese Variabein die beiden Paare der conjugirten Indices 1 nnd 0, und 1. 

Die Ausdrucke von ^^''''^^^^(f^ w) in v nnd W ond in tr nnd V 
sind folgende: 






In dem ersteren gehören zn den Indices \o%p nnd 3il von v die Indices 
nnd 1 von W, in dem letsteren zn den Indices logy und 2A von u^ die 
Indices und 1 von V. Ich benutze diese beiden Formehi, oder eigentlich 
nur eine von ihnen, zur Ableitung der Reductionsformeln von 

y3,j(tr,iii), (p^{v,iw)y ipi^{iv,iw)^ 

wo ic=y— 1, auf Functionen q>i^ mit reellen Argumenten, und erhalte mit 
Hälfe Ihres Theorems 

wo 

folgende drei, diesem entsprechende Theoreme: 



45 
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Theorem I. 
e^^<PiA^> u>, p» q» d) = y(— i5^)«9'j^(«»'> *^'> P'> y'> ^') 

^, __ JnA ^, _^ nv , __ n)logp—2Av 

logp ' log/» ' logp 

log//' log/>" log/? 

Das zweite Theorem ergiebt sich von selbst aus dem ersten darch Ver- 
tauschung von v und w, p und q, und das dritte setzt sich ans dem ersten 
und zweiten zusammen. Ich glaube indefs, es wird Ihnen nicht unangenehm 
sein, wenn ich die Formeln auch fflr diese Theoreme hinschreibe. 



Theorem IL 

le = log« log«. = iog/>'og7-4^\iogP,»og?.-4^; 

logp, = 'o?P'og?-4^* , _ »ogy. »og?. -4 J; 
*'^ log? ' *'^ log^r, 

^ inA nw vloaa — 2Aw 
A, = T , Wi = -, , Ti = so 

iJ = "^^ w = ""'' V = '''***g*y«~^*''^'*^' 
logv, ' log^f, ' logflf, 
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Theorem III. 



jt^—4AA[ = logplogpi = log 9 log ^'i 
A\ogp[-\-A'i\ogg = 0, Jlogyl-f ^llog/> = 
n* = (log/»Iogf— 4^*)(Ipg/»;iogyI-4u4?) 



logp'i 
iogq'i 



A[ 



n*logq 



log/» log 7 — 4A^ ' 



log|i log 7 — 4^1 
logp logq — 4A 



t 9 



logp 
logy 



^•log?' 



logp; log 7',— 4^7 



«• logp\ 



logp\logq\—4A\* 



—n}A\ 



• 9 



n 



n 



< 



w 



n 



n 



v\ogq — 2Aw _ 

logplog^ — 4il* "" 

i/.logi/,-2j;u/. _ 

\ogp^,\ogi-^^: - 

toXogp — 2Av _ 

\ogp\ogq — 4J* "" 

uf,\ogp\-2jf,vf, ^ 
log/^'. log T^— 4-4'; 

t{v, w, p, q, A) = /•(!?;, w[^p[,q\, A[) 



log//, log 9^—4^; 

v\ogp\'\'2A\w 
n 

v\logp-{'2Au/^ 
n 

tclogq\'\-2Af^v 
n 



u)\\ogp+2A^f, 
n 



v^h^gq-if^w^Xogp — AAvtv 
log/ilogf — 4^* 



< logy-fti/,Mog<y4-4Jt/,ti?; 



Nachdem ich noch bemerkt habe, dars man in allen diesen Formeln \ogp, 
log^j 2A um gerade Vieirache von in andern kann, und auch um ungerade, 
wenn nur gleichzeitig 2r und 2ti; um dieselben geändert werden (ganz ebenso, 
wie Sie es in Ihren Vorlesungen bei den Functionen 6^ gemacht haben), dafs 
man also, wenn man eine analytische Transformation von (pz/\P,u>) gefunden 
hat, welche von der Theilung eines Index, z. B. des Index in abhängt, mit 
HOlfe dieser drei Theoreme zu den übrigen gelangen kann, welche von der 
Theilung der andern Indices selbst, oder der Summen von Vielfachen dieser 
Indices abhangen, wende ich mich zu den Formeln für die analytische 
Transformation der Function 9)3,3 (r^ w). 
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finde ich, nach der von Ihnen in dem Briefe an HermUe fflr di 
Functionen & angegebenen Methode, dorch Bildung des Products 

n(p{V'\'a^, tr+*Ä, Pß q, Ä) = P(r, w, p, q, A). 

kml 

Nachdem ich sunfichst P(Vf w, p, ^, Ä) anter 4 verschiedenen Formen erhalten 
habe, yerallgemeinere ich diese, indem ich v and w om nte Theile der Indices 
vermdire. Dadurch entstehen folgende 4 Hanptformeln: 

II II 

P» 9* ^ 

, 1 „ , hn 

T f ^ 

P'» 1'» — 

^»,r *''"' V^,i {nw-\- &k + rlog9> 

p"» r» ^ 



» y 



;»* 9* -^ 



U. Sehreltm dm Dr. AoMfiAam m Hrn. Frof. JaeM üL h^erettipt. Functionen. 341 

Die S111DID6I1 JB^^ Jüf^ rind in Being aof k von 1 bis n zo oelimen; die 
flbrigen Sommen in Beiug aof ß, y, k, l sAmmtlicIi von bis n — 1. Wenn 
me nicht eis Snmmen-Indices stehen^ bezeichnen diese Buchstaben irgend eine 
der n Zahlen von bis n — 1. 

Vermittelst der bekannten Eigenschaften der Warzeln der Einheit erhilt 
man ans diesen Formeln durch Umkehrang folgende 4 Gleicbnngen : 

( P\ Q\ nA * ' *"* J "^ *"^ n ^ 



ßr 



Pj q> A 



, 1 ^ .hin 



2. »*B*.,y,^^„,+l:?6^4.^, 

i. L A 
P'* 9'* — 



p> H» -A ' ; 



n 



3. 






\ • 



P'* ff* A 



" +«&+■? •o»/'' 



P* 7> -A 

4. n'Dß^n^f'ff^A «'+-;r'^**+-jr+-;r' 






*' + «A + -T— + 






/»* 9* -A 
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Diese Formeln dienen nun znnficbst dazu, die constanten CoSfficienten 

-^/?,y' ^M' ^*,y^ ^ßyi 

durch Functionen 9)3,3 mit constanten Argumenten und verschiedenen Moduln 
auszudrücken ; dann aber sind sie die Quelle der directen und inversen Trans- 
formalion der hyperelliptischen Integrale von der ersten Classe. Ich habe indefs 
dies nur flOchtig erwähnt, weil ich eilen mufste, um den Zusammenhang der 
Transcendenlen ipr,, mit den Inlegralen nachzuweisen, und habe in der ein- 
geschickten Arbeit die eben mitgetheilten Formeln nur dazu benutzen können, 
um die VVerlhe von 

<1 {^\) ^3,1 («/•)« — ^r,! («^}«yJ,l C«?)o 

durch die Functionen r/)^,,, in denen beide Argumente sind, auszudrflcken. 
FOr die einzelnen Gröfsen 

habe ich keine Ausdrucke durch die Functionen (p,^^ allein finden können, 
wohl aber für die Functionaldeterminante von je zweien. Die unten ange- 
hängte soll bedeuten« dafs v und tu nach der Differentiation geset^ werden. 
Was (pr^,{ü,w) bedeutet, werden Sie sich vielleicht noch erinnern. 
Sollte es nicht der Fall sein, so schreibe ich Ihnen hier zwei Formeln hin, 
aus welchen die Bedeutung hervorgeht: 



m=s— « 



WO r und s irgend welche von den 4 Indices 0, 1, 2, 3 sind. 

Die Werthe, welche ich für die betreffenden Functional-Determinanten 
gefunden habe, will ich Ihnen kurz angeben. Ich setze 

y5,r(«^,\lV>l,,'>^}o — </'l,r(«^)o9^1,.(«?}o = A,r,* = " A,*,r 

und erhalte dann 

^3,0,J = Vj,iy2,iiy2,2 9^2,3; A,ll,l = y'1,1 9^3,(»y3,2 9^3,3; A^,l = (Pl,lVil,ti(pli,2(pii,y 

DijilZ = yi,l ^0^2 9^2,2 9^3,2 ; ^1,0,2 = ^J,! ^0,3 ^2,3 <Pi,Z i ^^2 = ^1, 1^0,0^2,0^3,0 

— /?II,K2 = (puypQ,tV3,2<Piiy^ —^«1,1,3 = Vi^J^/^V 9^3,3 yi),2; — A,l,3 = ^2,2 93,3^2,0^0,3 

— A,1,0 = yii;«) 92,2 92,3 (p^,i^\ ~ ^3,1,0 = 9n,(>93,2 ^3,3 ^2,0 » —-03,1,2 = 92,2 93,3 9«.2 93,0 

— jW,M,() = 9l»:2 92,0 90,393,0; — ^2,1,2 = 90;2 92,o92,393,2 ; —^,1,3 = 9u^ 93,0 92,3 93,2* 
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Doreh fortgesetste Anwendung der Transformation zweiter Ordnung erhAlt 
man nämlich 

liy,i\i{p, q, A) _^ (fpi^t > y2,t) . y?,2 1 92,3) ( p, q, A) 
/>3,u,i ( A'*^ 7> ^^A) (»)i,i .q>2^i^. <p2^2 . q>^i,i) ( p^^ß qj^^'A) 

WO ich, wie bisher, q>r^, fAr 9>r,«(0, 0) geschrieben und die verschiednen Sysleme 
der Bloduln hinzagefOgt habe. Fflr // gleich 00 erhalt man hieraus den oben 
gegebenen Werlh von /'a^^i* Die flbrigen Ausdrücke ergeben sich dann 
mit Holfe der Formeln zwischen den Functionen q>r^, mit 4 verschiedenen 
Argumentenpaaren und denselben Moduln, welche zugleich, wie in Ihrer Be- 
handlung der Theorie der elltpüschen Functionen, die Quelle der allgemeinen 
Additionsformeln sind. 

Den folgenden Theii meiner Arbeit kennen Sie schon, und ich kann 
mich daher in Bezug auf ihn kürzer fassen« Nachdem ich die andern 15 Func* 
tionen (pr,j,(^f tv, p, q, A) definirt habe, wende ich mich zur Ableitung der 
zuletzt genannten Formeln, wozu ich die von Ihnen für die Functionen & 
gegebenen benutze, welche ich, wie schon bemerkt, zum Behufe der Dar- 
stellung der dreifach periodischen Functionen gleich Anfangs hergeleitet hatte. 
Sind, wie in Ihren Vorlesungen 9 

^1^ ^^1^ «^H ^1 

die linearen Functionen von v, v', v^\ v'", welche der Gleichung 

genügen, und sind 

w^it w^U «^M w^i" 
dieselben Functionen von w, w\ uf\ w'^\ und 

üf., MU M[\ M[" 

dieselben Functionen von M, M', M", M"*, so habe ich in meiner Ab- 
handlung nur ein System von 4 oder 8 Formeln gegeben, welche sich in die 
einzige , 

zusammenfassen lassen, und worin jedes M, Ml\ M", M'" die Summe von 
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2 Producten aus 4 Fanctionen (pr,^ ial, welche der Reihe nach die Argumente 

V, w; v\ w'; «", i//'; r'", w''' 

haben. Die Gröfeen M^ ^i\ ^\ ^T sind ähnliche ÄQsdrflcke aus FuncÜonen 
ipr^, mit den Argumenten 

t?M u?M vj, w[\ i'l', fi;;'; r,'", tr|"- 

Die Ordnung der Gröfsen M, M', M", M'" und Af,, M,', TtfC, ^^ habe 
ich stets 90 gewfthlt, dafs sie deu Gleichungen 

2^/;' = M--MA^M"-M' 

genügen. Es reichte daher hin, in der Formeltafel, welche ich meiner Ab- 
handlung beigefügt habe, die Gröfsen MS'^ und MY^ unter der symbolischen 
Bezeichnung 

aufzurühren. Die durch Puncte getrennten Paare von Buchstaben bedeuten 
die Iiidices t und j? der Functionen (p^^^^ am denen sich die Ausdrücke M^'^^ 
und M\'^^ zusammensetzen^ so dafs man unmittelbar 

hat, und eben so den Ausdruck für 9^i''\ wenn mau die Indices und die Ar- 
gumente der Functionen <p unten mit einem Strich Teraieht 

Jede Seite meiner Tafel enthält nun 2 Columnen mit Ziffer -Aus- 
drücken von der Form (i4.). In der ersten Columne gehören je 4 Zeilen, von 
deinen jede einen Ausdruck (/!.) enthsit, zu demselben System von Werthen M^''^ 
und an der Seite von jeder solchen Gruppe von 4 Zeilen lieset man der 
Reihe nach 

M ei M,; M' et M[ ; M'' et M\' ; M'" et iW;". 
In der ersten Columne befinden sich ndmlicii die Naterialieo %u denjenigen 
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Formela, in welchen die Indices der Functionen <p^,{^, w) in den Ausdrücken 
von SU^i''^ und M^''^ der Reihe nach dieselben sind. In der eweilen Columne 
dagegen gehören 8 aufeinanderFoIgende Zeilen xu zwei Systemen (&.), und 
an den Bingöngen einer solchen Gruppe von 8 Zeilen befinden sich der Reihe 
nach die Inschriften 

M ou Mr, M' ou MI; M' ou M['; M"' ou M[''; 

M, ou Mi M[ ou M'i M[' ou M"; M[" ou M"\ 

Der erste Buchstabe jeder Inschrift gehört zu dem einen, der zweite zu dem 
andern der Systeme (6.), weiche in der Tafel durch die Gruppe von 8 Zeilen 
repräsentirt werden, und von denen also eines aus dem andern dadurch her- 
vorgeht, dafs man die 4 Argumentenpaare v^''\ w^'^ mit den 4 Argumenten- 
paaren vY^. wY^ vertauscht. Je zwei aufeinanderfolgende Gruppen von 4 Zeilen 
der ersten Columne und die danebenstehende Gruppe von 8 Zeilen in der 
zweiten Colnmne sind mit derselben Nummer bezeichnet und die darin ent- 
haltnen 4 Systeme von je 4 Gröfsen durch die Buchstaben a, b, c, d voa. 
einander unterschieden. Dies ist deshalb geschehen, weil sie noihwendig zu- 
sammengehören. Hat man nemlich fär das erste der beiden Systeme, deren 
Elemente in den 2 mal 4 Zeilen der ersten Columne enthalten sind, 

und fär das zweite 

so ist für das eine von den in den danebenstehenden 8 Zeilen der zweiten 
Columne enihaltnen beiden Systeme, 

und fflr das andere, 

Die 4 mit derselben Nummer bezeichneten Systeme ergeben sich aus einem 
von ihnen. Wenn man nämlich in demselben w"^ -{in fflr w setzt, erhält man 
ein zweites, und aus den beiden so erbaltnen Systemen ergeben sich die 
beiden andern, wenn man darin w, w\ w" um ^in vermehrt, w'" aber um 
dieselbe Gröfse vermindert. Ich glaube , dafs diese Einrichtong der Tafel ganz 
angemessen ist» 
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Die Art. wie man von den Gleicfanngen von der Form (0.) so den 
Integralen gelangt, kennen Sie. Ich bescbrfinke mtch also darauf, Ihnen mit- 
snlheilen, dafs ich ans den genannten Formeln snerat die Modniargleichongen 
oder vielmehr die algebraischen Relationen zwischen den Functionen ^^^^(O^O) 
ableite; dann die algebraischen Relationen zwischen den Gröfsen 9>r,«(fi^) 
selbst. F4r die Quotienten der ersteren gebe ich die Ausdrflcke durch 3 Mo- 
duln X, k, iLiy für die Quotienten der letzteren ihre Ausdrflcke durch zwei 
Variabein j^t und x,, von denen sie symmetrische FuncÜonen sind. Endlich 
zeige ich, dafs diese Gröfsen Xi und X2 die Variabein der 4 hyperelliptischen 
Integrale erster Gattung sind, und zwar von so beschaffenen Integralen, dals 
die Summe von je zweien mit demselben Zahler eine ganze linefire Function 
der beiden Argumente v und w ist. 
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IV. 

Breslau» den 22ten Februar 1849. 

J\ach mannigfachen vergeblichen Versuchen ist es mir endlich am 
vergangenen Sonnlage gelangen, die Ihnen bekannte Relation zwischen den 
bestimmten ganien Ahelse\ktxi Integralen anf die eleganteste und kflreeste Art 
SU beweisen, und zwar ganz allgemein fSUr den Fall, in welchem die Gröfse 
unter dem Wurzelziehen auf den 2n^^ Grad eUigU 

Es sei 

F{t) = (/-«i)(<-a,) . . . {t-a^) 

y(0 = {t-t,){t-t^) . . . (t-t^,) 

ferner bexeiebne matt das Prodoct aus den Differensen der Gröfsen ari^ j?t , • • af^ 
mit 



Die in den Functionen F, Fi , ^^ q>g vorkommenden Conslanten a«. ^ t^ 
sollen der GrOfse nach geordnet sein, so dafs sie mit zunehmendem Index 
wachsen. Es sei ferner 

far alle Werthe des Index m von m==:l bis 01 = 11 — 1 und von m = n4-l 
bis m = 2ii— 1, so dafs also mit Ausnahme der beiden Intervalle twtschen u^ 
und a^^i und zwischen a^ Aber ± 00 bis a^ , in Jedem Intervall, o«. bis a^^i , 
ein Werth C Hegt 

Setzt man daher 






/""* 



^/?(f 114.1» fii4-2f * ■ ■ hn^l)dim+ldtn^9 • . dtin^j ^ 

/((-)W«-.i)F(f.+t)F,(f,+i),F(^+,)F,(l,+2) . . F(l2i.-i)F,(fwi)) * 



SO bleiben zufolge der gemachten Annahme die Gröfsen unter dem Wurzel- 
zeichen immer positivi 

Wiri dfe Integration in Beziehung auf jede der Variabein /,. Aber das 
ganze Intervall von l^:=a^ bis /m = «m4^ ausgedehnt, so will ich dies da- 



N 
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durch andeuten, dafs ich setze 

- L'.2, ..n-lj 

_ p-f 2.^4-3,.. 2n 1 
~ U+1, nf 2, .. 2»~lJ 

in ifffV^an 2ieuAen ausgedrückt, stellt sich die Relation , welche bewiesen 
werden soll, so dar: 

[2, 3, . . II 1 _ rn + 2, 11 + 3, . . 2ii 1 
1, 2, .. w— ij ~ U-f l,n + 2, .. 2ii— IJ 

Um die Richtigkeit dieser Gleichung zu beweisen, führe ich statt der 
beiden Systeme Ton Variabehi t^ symmelrisohe Funcüonen derselben ein^ and 
zwar fär jedes der beiden Systeme von je n — 1 Variabein ein System von 
n Variabein ) welche die Bedingung erfüllen, dafs die Summe ihrer Quadrate 
gleich 1 sei. 

Es sei 






■^» I ?Ji L . . J £ 



a 



m 



_il_4_2i_4. .. 4--..j:L- 



SO hat man 



nndf wenn m eine der Zahlen 1, 2, .. n bedeutet, 

wo 
gesetzt ist. 
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Liegen die Variabein t^ in den angegebenen Intervallen, d. h. ist 



St) sind fiammtliche x), und y^ positiv. Umgekehrt: sind die letzteren 2/i Gröfsen 
aSmmtlich positiv, so folgt aus bekannten Betrachtungen, dais die 2n Wurzeln C 
der beiden Gleichungen, 

y(^) = und (p^{t) = 0, 
sdmmtlicb reell sind und in den angegebenen Intervallen liegen. 

Da nun jedem System der positiven Gröfsen ^, ^r^, •• J?o deren 
Summe ^=1 ist, immer nur ein System der Gröfsen /i, /^, .. /„.i entspricht, 
welche in den angegebnen Intervallen liegen, und umgekehrt, jedem System 
der Gröfsen /j, /s, .. <,.i, welche in den angegebnen Intervallen liegen, 
immer nur ein System positiver Gröfsen x\^ x\^ . . xl entspricht, deren 
Summe ^=1 ist, so folgt, dafs wenn die Integration in Bezug auf /j, f2^ " /^ i 
ober die ganzen Intervalle ausgedehnt wird, in welchen diese Gröfsen liegen, 
sie auch über alle positiven Gröfsen x]^ jc^^ .. xl ausgedehnt werden mufs, 
deren Summe = 1 ist, und umgekehrt. Dasselbe gilt In Bezug auf die Gröfsen 
tn^i, 'n42^ •• '2. und die Gröfsen yj, >i, .. yi. 

Zum Behuf der Transformation der beiden vielfachen Integrale hat man, 
wenn x^^ Xz^ . . x„^i die neuen unabhängigen Variabein sind, die Gleichungen: 



T 



tp ~ * ip — a^ Y P'{a„,) ^ 

dtp 2Xn, 2Xm 



dt 



^ dXm ip~am tp — ^n ^ 



oder auch 



dxi 



2(«n — ttm) J (PJ^m) 



wo 



y _. _ (f^(tp) x] , xl , j xi 



P t\tp) (tp-a,)' T {<p-a,)*'T- ••T(^p_«Jt• 

In diesen Formeln bedeuten p und m einen der Indicesl, 2, .. n — 1. Man 
erhält aus denselben die entsprechenden Gleichungen für die n Gröfsen >„,, 
wenn man y statt x setzt, die Indices der Gröfsen ty T, a um n vermehrt, 
und (p, F in </)i, P^ verwandelt. 

Aus den vorstehenden Formeln ergeben sich die Werthe der Functional- 
determinanten durch die Gleichungen, 
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s+ 



• • 



-> r PK) F'(«.). >(«.-• 



-i) ^_. * 



Die Quadratwurzel soll positiv genommen und das Zeichen der Determinanten 
so bestimmt werden, dafs sie positive Werthe erkalten. 

Den Wertli der Determinante 

jg -l- t 11 ■ • • — ^— — — — 

— <, — a, /,— «, fn-i — «1.-1 

in passender Form kann man entweder aus den von Ihnen in der Abhandlung 
,,De functionibus alternantibus'* (^Crelte, Bd, XXII.) bekamt gemachten Eigen- 
schaften der alternirenden Functionen , oder aus dem Satze ableiten , dafs das 
Froduct zweier reciproken Funclionaldeterminanten gleich 1 ist. 
Auf dem erstgenannten Wege findet man 

1 1 1 



-2" + 



• • 



»K)v(«.)..»(«i.-i) 

wofür man auch 

1 



setzen kann; denn es ist 

Der Beweis der obigen Formel ergiebt sich durch die Betrachtung, dafs 

11 1 

y(«i)y(«2) .. y(«i.-i)-2:±j — — -j — — •• ; — 

eine ganze rationale alternirende Function sowohl in Bezug auf die n — 1 6rö- 
fsen fj, als auch in Bezug auf die n — 1 Gröfsen a„ ist. E^ abersteigt aber 
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in dieser Fanclion weder eine der Gröfsen tp noch eine der Gröfsen a^ den 
(n — 2)ten Grad; daher ist sie nicht blofs durch das Prodact 

theilbar, sondern, abgesehen vom Zeichen, diesem Producle selbst gleich, da 
ihre einzelnen Terme keine andern Zahlencoefficienten haben, als +1. Da 
nun die Determinante positiv sein soll, so murste rechts vom Gleichheitszeichen 
noch der Factor ( — 1)*'*^'*""*> hinzugefügt werden. 
Auf die andere Art erhält man zunächst 

mithin, weil 

TT T — / 4^»-l »'(^)y'(^)-y'(^-l) 



ebenso, wie vorhin, 






2 + 



\ i 1 



Substituirt man diesen Werth der Determinante, so erhflit man 

1 ff (/n ^ , . . 7—1) _ 1 ff('j,» ^ V • • ^"-O 



— 2-* /(M)*''^''->K)»K)..i3P(a,)) — 2'-* y(H)*'•^'^-*>/''(^)f'(^)..f(^-^)) 

Man wird daher in dem ersten, mit U bezeichneten Integral unter dem Inte- 
gralzeichen setzen können, 

Ganz auf dieselbe Weise sieht man, dafs man in dem mit V bezeichneten 
Integral unter dem Integralzeichen zu setzen hat, 

Damit nun die beiden Integrale, deren Gleichheil bewiesen werden soll, 
aus diesen Gleichungen hervorgehen, ist der erste der beiden vorstehenden 
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DifferentialausdrQcke noch durch die Quadratwurzel aus 

zu dividiren, der zweite durch die Quadratwurzel aus 

F(t„^l).F{t„+2) • . ■*V2n-l) = ^'l(«l)^/>l(«2) . . 9>1 («,-1)91(0,). 

Setzt man der Kürze wegen 

F(a.+p) — '"''' I>J ~ ^^'' 

SO wird 

v V yv — i='(^+i)f'^(^+»).-f(^2,.fi) 

l'Vi llf2 • • -'-▼n -mp ^ 

WO 

IP = F(a„+i)F(«,+,) . . F(a,J = (-!)'• 'F,(a,)F,(a,) . . F,(a^) 
gesetzt ist. Nach der oben gewählten Bezeichnungsart wird also endlich 



R r2, 3, . . n 1 _ /•»-i 

"-* X*^ 2, .. n-ij ~y : 

R fn-f 2,11+3, ..2ii 1 _ /•»-i 
-i *[n-|-l,ii-f2,..2ii-lj ~-/ j 



XnV{M^'Mt ..Ml.) 



2-* Ln-|-l,ii-f2,..2ii— Ij •/ rn/(iV,.iV, ..JV„)' 
und es ist daher zu beweisen, dafs 

/"^- ^ dx,.dj:^..dxn _ f- ^ dy,.dy^..dyn 

J xnAM,.M^..Mn) ~J T^iWr^fTTTNJ ^ 
wo die Integration Aber alle positiven Werthe von j^i, ^z*,, . . a7„.| und von 
Xn Ti'i • • Xn-i zu erstrecken ist, welche den Gleichungen, 

genügen. Dieser Beweis ergiebt sich aber sogleich, wenn man mittelst einer 
Ihrer Formeln jede der Gröfsen unter dem Integralzeichen wiederum durch ein 
^ii_l)faches bestimmtes Integral ausdrückt. 
Es ist nämlich 

M 



if[a»^p) '^ jrj, 



^ f(a„+p) „«j an+p — a^ 

Schreibt man daher die n, in Bezug auf die n Yariabeln ^n ^29 • • ^n linearen 
Ausdrücke von iUi, ilfa, . • üfn und ebenso die n, in Bezug auf die n Variabeln 
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>i» >29 • • y^ Uneftreo AnsdrQqke von. iV^^ iV,» . . ]Sn^ wie SyMeme von 
n linearen Gleiebungejo untereinander, ^o unterscheiden sicli die Coifficien- 
te|i der zwei Systeme pur dadurch, dafs die Horizontalreihen. in dem eim^n 
System die Yerlicaireiben in dem Andern bilden. Hieraus folgt die iden» 
tische Gleichung, 

Es ist daher identisch 

/^"" ^ dx^. ds^ . . dsn^t.dvx .dy^ . ; dyn^i /'^^-^ dx^ . da;^ . . ifcr»~A. dy^ . </y, .v äyn^i 
^^yn(M,y\-\-M,y\-\-..-^M„yl)^- "V ^n7n(iV,j:J + A.xJ4- • • +iVn^J)*«' 

Die Gröfsen ' i/ ; » 

sind, wie man aus ihren oben ^gegebenen Ausdrückein ersieh^.sfimmtIi^ 

Dehnt man die Integration über alle positiven Werthe der Variabein aus, 

welche den Gleichungen 

.\ i .: . . ■.- . -MÜH 

genfigen, so kann mau, inii Hülfe der von Ihnen in der Ablr|indlttng ^Pi^binis 
quibusl. functionibus et^,'* (Crelle, XII. S. 60) gefundenen Gleichung (15.), 

WO jS eine Zahl bedeutet, 

O '/■*"• ',-2 j' '/'»" • — s'j' ■ -V'»" . '-■ >*^//'W> - 

S =J 8m yl «^i/ »inyj ^Afp^ . . J sm<p^_nd(f(J ay,_i, 

die Integration links vom Gleichbei^jBiff^ea In Beaug,^auf,^diej(iir— .l)^.Y|^ri^-- 
beln >p, rechts vom Gieichbeil^zeiche« in Bea^jig «uf dii^ j(i^.7:i4) ^Y^ruil»^ ^p 
wirklich ausführen, und erhält so unmittelbar die zu beweisende Gleichheit. 

,^;.; Ich bin begierig:! von Ihnen zu .erfjphrea, o}). Siek^^yf dies^ «ypn^^ 
eingeschlagenen, W^ege.^ojler auf einc^.ander/^.; ZQ dem Beweise der Relation 
zwischen den vielfachen Integralen gelangt sind« 

Für 11 = 2 kommt, dies? Gleichung zwischen den transformirten (n — 1) 
fachen Integralen zurück auf die bekannte Relation, , 

welche auch aus einer Gleichung zwischen unbestimmten Integralen gefolgert 

47» 
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Werden kann, die einer algebraischen Relation entspricht. Hierdurch wird es 
mir doch wieder wahrscheinlich, dafs die Reialion zwischen den bestimmten 
Integralen auch ffir andere Werthe von n aus einer zwischen unbestimmten, 
welche einer algebraischen Relation entspricht^ wird abgeleitet werden können, 
was ich so lange durch die verschiedenartigsten Miltel vergeblich versucht habe. 
Fflr die elliptischen Integrale läfst sich die algebraische Relation, welche 
die Stelle der trausccnuenten vertritt, so darstellen: 

= («3 — a2)^?>1 — («4 — «i)/*?^? 



oder 



folglich 



xl:f, = iM,:iV,, 



altes in den oben definirten Zeichen. Man könnte allgemein die Substitution^ 

untersuchen, und zusehen, welche unbestimmte Transformationen sich durch 
dieselben leisten lassen. Ich bemerke deshalb, dafs diese Substitution die 
identische Gleichung , 

auch abgesehen von den Werlhen von M^ und JM^ ia x und y, identisch erfflllt.. 
Aufser der gefundnen Relation, 

[2,3,4, .. n "I _ rii4-2, n-f3, .• 2n "J 

giebt es noch (n — 1) andere von derselben Art, welche inch allgemein durch 
die Gleichung 

rr+2,r+3, ..r-t|t 1 

[r.{-l,r + 2,..r+ii_lj 

- ( lW-i)P"' '''^ 2' r-1 nf 3, .. 2ii, 1, 2, 3, . . r 1 

■~^^^ ['• + «+ ^ r-f n + 2, ..2ii-l,2ii, 1,2,.. r— ij 

darstellen lassen, wo r eine von den Zahlen 1, 2, 3, • • ii — 1 bedeutet. 
Wenn man diese Reialion auf dieselbe Art wie die oben gefundene ableiten 
wollte, so würde dies wegen der Grenzen der Integration Schwierigkeiten 
haben. Weil nämlich dann einige von den Variablen y^ negativ werden, so 
könnte man die von Ihnen gegebene Gleichung nicht mehr benutzen. Allein 
die eine Relation reicht hin, um alle flbrigen zu finden. Man hat hierzu nur 
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nöthig, nach dem Vorgange von Richeht, jedes einzelne der Integrale, 
welche die zwei Gruppen von je {n — 1/ einfachen Integralen bilden, aus 
denen sich die beiden Seiten der gefundenen Gleichung als Determinanten zu- 
sammensetzen , durch dieselbe lineare gebrochene Substitution zu transformiren, 
oder mit andern Worten : ,,man transformirt beide (n-- l;fache Integrale durch 
die Substitution, 

- a'\'bvm 

" — c + rfi;«' 

WO Q, b, Cj d Constanten sind und die GrAfsen o,^ die neuen Variablen bedeuten.*^ 
Ich will allgemein setzen: 

* — ' woraus —v — 



c\dv^ .W.M-. ^ ^_^^ 

Durchläuft t alle Werthe von n^ bis o,^, so erhalt es in den 2n — 1 ver- 
schiedenen Intervallen die (2n — 1) Werthe ^i, h^ .. ^<i*i9 welche mit Aus- 
schlufs von /. die 2it — 2 Variablen der Integration sind. Dem Werthe t^ 
soll v^ entsprechen. 

Man hat nun 

dl bo — ad 

Es sei 

bc — ad Z> 0, 

so wird V mit t zugleich wachsen and abnehmen. Es ist ferner 

^ _ a— a^c+(i— a«,rf)t; 

Ich setze 

WO r eine von den Zahlen 1, 2, .. n— 1 bedeuten, nnd fQr r-fm^ wenn 
es gröfser i|is 2n ist, r-f f/t — 2n gesetzt werden soll. Es wird dann 

Wie man sieht, ist ß^^^ der Werlh, den v für ^=«^ annimmt. Die Reibe 
der Werthe von ßr^^ wird also^ von ß^^i angefangen, für fortschreitende 
Werthe des Index m so lange wachsen, bis das Intervall a^^ . . cr«;^! erreicht 



«*m 


c-j-rfv 


a—a^e 


c , bc — ad i 

d ^- 


b — «mrf ~ 



356 iiS. Schreiben des Dr. Rosenhain an Hrn. Prof. Jacob! üb. hyperelKpt. Functionen. 
ist, in welchem -j- liegt. Es sei k=2n — r, so dafs also 



^n— r "^ 'T' <* C^n^r+l 



Dann ist offenbar 



ß 



d 



a — ttjm—rC 

b €t2n—rd 



w 

die gröfste, und die nflchstfolgende , dem a2„-r+i. entsprechende, nimlicb 



ß2n+V =/?,= - 



a «2«— r+i<? 






b — a2«~r+irf ' 

die kleinste in der Reihe der 2n Gröfsen ßh* Es ist ferner 

U »2/i~m+l 

Nach dieser Beziebnngsart bat man ß\>ßh^\ ffir 'jeden Werth von h voa 
1 bis 2» und es ist die Integration fOr 4iie.neQe Variable t>^ von ß^j^y^ biß 
ßr^m^i am^ustellen, wo fOr die Indices r-f-tft und r-f»i-f 1 die'iilMBStw 
positiven Zahlen zu setzen sind, welche ihnen in Bezug auf den Modul ^ 
congruenl sind. 

Bemerkt man die Gleichungen, 

^^1^1, «2, . . f..i; — ^c-\^do,r-HcJ^dv,Y-^..(c^dv.^,r-:' 

^^i^.+l, f|r+;in . . ^2n-i; — (c+ rf|;,+j^-2 (r + rf^^^,)'-« ,., .(e+ c/t;2n^l)''-^ 

*. w. ., (^— adf-^dv^ do^ . . dvn^ 



80 sieht man leicht,, dafs die beiden (ii~l)facben Integrale. 17 ud F» welolia 
einander gleich gefanden sind, sich in ganz Ähnliche verwandeln, in ^w^ 
our die^ Gröfaen t nnd a durch die GrAüsen v und /9 ersetzt aind^. v^n: denen 
die l6i2ter(an wieder mit zunehmendem Index wachsen. Aber wenn gcflfane^r..^, 
zwischen den Grenzen a^ und a^^i zu nehmen war, ist jetzt i'm .zwischm 
den Grenzen /9,.,.^ und /^r+m+i zu nehmen. Man erhält also in der That, 

L'*+»+l»'' + »+2, .. 2n— 1,2», 1,2, .. r-lj' 
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wo das Vorzeichen so bestimmt ist, dafs beide Integrale dasselbe Zeichen 
^ahen. 

Für it = 3 ergeben sich aus diesen Formeln die verlangten Relationen, 

«1 Oft a^ ui^ 

/•'*/•«» (t,~i,)dt,dt, ^ /•"■/•" U,-t,)dl,dt, 

von denen sich indefs 2 aus der dritten schon vormöge der 4 Gleichungen 
swiscben den 12 einfachen ganzen Integralen ergeben. 

Wie es sich in dieser Beziehung mit den Gleichungen zwischen den 
allgemeinen (n — l)fachen Integralen verhält, wie viele von ihnen nämlich 
neae^ von den bis jetzt zwischen den 2n(n — 1) ganzen Integralen bekannten 
2(ii — 1) Relationen unabhängige Gleichungen darstellen, habe ich bis jetzt noch 
nicht ermittelt, und auch noch kein elegantes, flbersichtliches Verfahren ge- 
fanden, um für den allgemeinen Fall aus jenen 2(ft— 1} von Ihnen zwischen 
den einfachen ganzen Integralen gefundenen Relationen zu den (n— l)fachen 
ftberzugehn;. Far'n=3 liegen die Combinationen, welchen man die 2(3 — 1)=4 
Gieichnngen zu unterwerfen hat, um zu einer Relation zwischen vier von 
den hier betrachteten Doppel -Integralen zn gelangen^ auf der Hand. Im 
Allgemeinen aber scheint es mir schwierig, diese Combinationen zu ermitteln. 

Ich vermutbe, dafs wenn m ein Factor von 2n ist, allgemein die 
Gleichung 

r2,3, ..m 1 ri/i4 2, m-f 3, .. 2m 1 
L^2, ..m-lJ~L"» + l^ m-j 2, .. 2iw-lJ+ ■ 

+ ( ^^ L2«-^iii4 1, 2ii- w-1-2, .. 2»-lJ 

Statt findet, und Ihre Gleichungen zwischen den einfachen ganzen Integralen 
nur der specielle Fall von dieser fQr m=r=:2 sind; ein ähnliches Verhältnifs 
wie zwischen den beiden elliptischen ganzen Integralen und den oben gege- 
benen Relationen zwischen den (it— l)fachen. Aber meine Versuche, dieses 
zn beweisen, sind bis jetzt noch vergeblich gewesen. 

Erlauben Sie mir noch einige Bemerkungen in Bezug auf Ihre Ab- 
handlung im löten Bande des matbemalischen Journals ,,De integraiibus qui- 
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busdam etc.'\ deren beide Theoreme, welche mir von grolser Wichtigkeit 
scheinen, einer doppellen Verallgemeinerung fihig sind. 

1) In den nach p und y und nach x und y zu integrirenden zwei Functionen, 

und 



P'(r)N "" n'(z)0^ 
sind JN^ und O^ als Functionen respeclive von p» (/j r und von x, y, z 
durch die zwischen den 6 Variablen angenommenen Gleichungen /*=0, ^=0 
bestimmt, welche in Bezug auf jedes der beiden Systeme von drei Variablen 
homogen sind, wofern nur /iZT-f 1 und vP'\'\ homogene Functionen respective 
von den beiden Systemen Variabein sind, 77 von der fiXen und P von der 
yten Dimension. 1)iese Bedingung allein giebt schon die auf Seite 196 Ihrer 
Abhandlung gefundenen Gleichungen, 

N.x = r (y)xp' {z) ^ f\z) (p' (y) 

K.y = f\z)qf{x)-r(x)tp\z) 

N.z = r(^)y'(r)-r(r)9'(^)i 

aus welchen Sie den Ausdruck von N* in p, q, r, unabhängig von den 
Gleichungen Pc=0, 77=0, ableiten. Es wäre nun die Aufgabe, diese 
Gleichungen P = 0, i7=0 so zu special! siren, dafs man eine Gleichung 
zwischen Integralen von einfacher Form erhält. Interessant ist z. B. derPali, 
wo man fOr P=0, 77=0, statt der Gleichungen zweier Kugeln, entweder 
die Gleichungen einer Kugel und eines Rotativnshjfperbol(äd9 , oder die 
Gleichungen zweier verschiedenen Gattungen ungehörigen Rotationshgper^ 
boloüde annimmt. Diese Annahme giebt sehr m^rkwArdige Gleichungen zwi- 
schen Doppel -«-Integralen. 

2) Indem man die erweiterte Definition von 77 und P beibehfilt, kann 
man die in Rede stehenden Theoreme auf eine beliebige Anzahl von Variablen 
ausdehnen. Nimmt man nämlich zwischen n Variablen n — 2 homogene 
Gleichungen von der ersten und eine von der zweiten Ordnung an, deren 
Ooefiicienten in beliebigen n — 2 der vorgelegten n — 1 Gleichungen lineare 
homogene Functionen von n andern Variablen, in der (n— l)ten dieser Gleichun- 
gen aber homogene Functionen der zweiten Orinung von denselbeir Variablen 
sind, so erhalt man n— 1 Ähnliche Theoreme für (ii— l)facbe Integrale. Der 
Gang ist genau derselbe, wie der in Ihrer Abhandlung genommene. Man 
findet die Werthe von N* und O^ als ganze rationale Functionen von je 
einem der beiden Systeme von n Variableu durch Elimination des andern 
Systems aus n linearen Gleichungen^ von welchen n—2 die n-*2 gegebenen 




28. Schreiben des Dr. RoBenkam im Hm. Prof. JMCobi üb. hyperelUpi. Funeiicnen. 359 

linearen Gleichungen selbst sein können, die andern beiden aber jede einen 
Coefficienien von der Form A — A haben. Man hat dann nnr zu beweisen, 
dafs im Resultat der Eliminalion die erste Potenz von N verschwindet. Statt 
der mechanischen Rechnung, die sich fQr i» = 3 noch durchfahren läfst, müssen 
natürlich hier wieder allgemeine Schlufsrolgerungen zum Ziele führen, zu denen 
Ihre Abhandlung über die Determinanten reichliches Material liefert. Ich be- 
halte mir den allgemeinen Beweis noch vor. Bis jetzt habe ich die Sache nur 
durch Induction gefunden; es ist aber wohl kein Zweifel, dafs der Satz all- 
gemein gilt, da er für ii=s3 und ii = 4 Statt findet. 

Es wAre mir sehr erwünscht, wenn Sie Ihre Arbeiten über das auf 
Doppel -Integrale ausgedehnte ^^/sche Additionstheorem bekannt machten, und 
dabei dasselbe ähnlich behandelten, wie das Theorem über einfache Integrale 
im 32ten Bande dieses Journals S. 220 u. ff. Die Art, wie Sie dort das 
Additionstheorem behandeln, hat nfimlich das voraus, dafs sie auch diejenigen 
Gleichungen liefert, welche den elliptischen von der Form 

x'^=JBmuJBmu'Jam(u-\-u') — x^ cos am ti cos am ti' cos am (ti-fu^) 

cos am u cos am u' == sin am ti sin am ti' ^ am (m -}- u') -f cos am (u -f u') 

entsprechen. Bezeichnet man nämlich mit tr^ nicht die Summe der Combina- 
tionen der Wurzeln der Gleichung 

Ry'+2Sy+T ^ Q 

y ' 

sondern den Werth, den der erste Theil dieser Gleichung für ;r =: a„ annimmt, 
und ist 0? — «^ ein Factor von ÄiS — RTy so wird 

und man erhält daher auf die in der Abhandlung angegebene Art, 

Verschwindet endlich in <S>^ — HT der Coefficient der höchsten Potenz von x, 
d. i. von x% so wird auch y ein vollständiges Quadrat von der Form («n-f ^X)% 
und die Gleichang 2ten Grades nimmt die Form, 

an. 

Betrachtet man die Variabein als Functionen der Integrale, so erhält 
man durch Vermehrung der Argumente um halbe Indices aus jeder dieser 
Gleichungen eine gewisse Anzahl anderer, in welchen aber die Functionen 
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der Sauime htüder Argvtmenle anverindert geblieben siüd. Diese kann man 
jaher aus je «vrei lUeser GieiehaogeB ohne Mflbe finden. Die Gleichung 

eutspricfat äbrigens voUkonnen der ersten van den zwei oben gegebenen 
elKprischen Formeln. 

leb schliefse endticb diesen etwas langen Briefe weil icb mich beeilen 
niufe, den Beweis der twischen den beatimmten Integralen Statt findenden Re- 
lation der Pariser Akademie als ein Nachtrag zu meiner Arbeit an Dbersenden, 
da der darin gegebene Beweis nichl fAr streng gebalten werden dürfte. 
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2B. 

BemerkimgeD txar Integration der Diflferential- 
Gleichungen erster Chrdnong zwischen zwei 

Veränderlichen. 

(Vea Hem Plrobnor MhMng.) 



(GeletcA in der Sitsnng der AIM— ie der Wisaeiuchalleii b« ftt Petenbnrg am 6ten Jani 1^3 

imd SM A$m IvHetMi todM IT. 8. 378 mitgetheilt) 



Unter den Hflifswinelii, weleiie bm bis Jelzt fftr dRese letegnilion 
gefimden hat, dOrfle die Beotttsaog pwtictttirer Integniie einei der um* 
faiseodsten sein; wesigsleH wkd dwck sie die Ltomif der scbwierigslen 
Ofller den voo Euter ui de« ImL odc. ist. Mffeftellteii Beispieles wesenUicfa 
erleichtert md gewinnt ein nebr awtiodiicbes Ansehen. Debin gehört i. B. das 
55le ProUem (8. 207 des ersten B na d es) ^ in welebeni die Inlegratioo der 
Gieiebnng ydX'\-{M'\-lfx-\'mj:jr)dysaiy(€'\'mt)0br gefordert nnd durch eine 
Sobstitation geleistet wird, TM welcher JBMsr am Seblws# selbst sagt: ^Cas« 
avteai hie v\x praeiridendo erenil, et baec sabetitalio ad Tetam saccesserit; 
neqoe hoc problema magaopere Jarabil.*' Diese Gle icb ea f ist leaerttcb tos 
JaeoU im 24ten Bande (Beses Jooraals ia erweiterter Gestalt behandelt wor- 
den; aber dnrch Anfsachang and BeMlioag particailrer Integrale tifot sich 
ihre Integration noch sehr Tereinfarheii« 

Es seien M and S awei gaase PotjMse is y, deren CotAdenten 
beliebige Functionen too x slod, ond 3Ux-\- JXdy =: sei die Torgefefte 6lei-- 
ehong. Hat man eine gewisse Ansahl (u) particaiirer Integrale dieser GiefehoDf, 
BtaKch Xi, 7-2, • • X/Mi ttMl sind itf^ «mI iV^ die Werfhe tea ilf and N, 
weiche sich darch EinseftoMg tob r^ türy ergeben, so ist Jltidt^K^dyimtiO^ 
il|,iijr-f-'2V2d|)' = 0, u. s. t Die Benntsnng dieser particalarea lategrale giebl 
oon sa mancherlei Transformationen Gelegeabett, unter weldies ich die fol- 
gende hervorhebe. Man bilde das Prodect V7'^^(y~yi)vy~ya) •• (>'"~>V)5 
so erhilt man dnrch Zerlegoag ia einfache Bricbe: 

J!L ^ C4--r-i!^« + •• + ^ 

J!L — H'\ ^ k - 4- 2el— .. 

O und H bedeuten die in den Quolienien enthallemen gaaaea Functionen ?oa y^ 
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BemerkUmän noch, dafs M^dx^= —S^dy^^ u. s. f. isl, so ergiebt sich 

Vr X / . ^y^(y_y^) T V ^y^(y_y^) 

Durch diese Transformation wird die Gleichung 

{A^By^Cy'')dx^dy == 0, 

wo A^ B, C beliebige Functionen von x sind, sofort integrabel, wenn zwei particu- 
Ifire Integrale derselben gegeben sind. Da nfimlich A^= 1, yjy=.(y — yi){y — y^), 
H=0, G = C isL so verwandelt sich die Gleichung in 



oder in 



' 0'i—yt)(y—ri) ^ (yt—rt)iy—y%) 

C(y,-y2)dx+ -^11=2j1 l(21=2i)_ = O; 

W y / I y_y^ y_y^ 



wovon ^ — ^.^-^^^y»~y«^*'^=const. das Integral ist. 

Die vorstehende Gleichung Ififst sich, wie leicht zu sehen, auf die Form 
dy-{-{y'''\~X)dx^O zurückführen, von welcher Etiler (Inst. I. S. 383) 
zeigt, wie schon aus einem einzigen particulüren ihr vollständiges Integral 
gefunden werden kann. Wenn nämlich der Werth yi von y der Gleichung ge- 
nügt, so ist dy'ffdxz=dyi'\'yidx oder ä(y—yi)^{y—yi)(y-\-yt)dx=0. 

Dividirt man diese Gleichung mit (y — yif ^^^ s^^tzt = «> 80 erhält 

y yi 

man dz^=2yiZdx'\-dx, mithin durch Integration dieser linearen Gleicbung: 

1 



^»•^* (const. —f^'^fy^^dx). 



y—yx 

Aus diesem schönen Eulerschen Resultate kann das obige leicht ab- 
geleitet .werden; denn es folgt daraus zuerst _ •^' -|"(y"h Xi)^^ ^'^ ^ 

tt \äL y yi 

mithin (y— yi)^^^"*"^»''*' = const. = 0; nnd eben so, wenn y, ein zweites par- 
ticuiares Integral ist, (y— y2)ir^^y+y*^ = Ä; folglich, wenn 0^^^ durch Division 

weggeschaffll wird, •^^|^^^^«-''*^''*' = -j- = const. Was man daher in diesem 

Falle durch die angegebene Transformation erlangt, kommt an Werlh dem 
Eulerschen Resultate nicht gleich. 

Bezeichnet man durch ilf dir -f A^i/y = die von Jacobi 10 diesem 
Journal behandelte Gleichung, so ist 

itf= aC'x + C'y -{A+A'xiAy)y, 

JV = iA+A'x'-\^A"y)x^{B^B'x+B"y). 
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Man genügt dieser Gleichung durch die Annahme y= ax-^-ß, wenn a und 
ß nach folgenden Bedingungen bestimmt werden: 

{Ai-A"ß)ß-\^ {B + ß"ß)a = C-\'C"ß 

(A'+A"a)ß-\-{B'^B"a)a = C'-f CV 

Hieraus erhält man für a eine Gleichung dritten Grades. Es seien eci, o?2) ccj 
ihre Wurzeln und /?i, ß2^ ßz die entsprechenden Werthe von ß, so hat man 
drei particnlSre Integrale y\ = aja?-|-/?n y? = «i^-f' A^ Xs = <^^"^/^3• 
Ist wieder V'y = (y — >"i)(y — >'i)(y — ^3), so erhalt man 

Es IS&t sich fast ohne alle Rechnung zeigen, dafs die Quotienten ~Tr^=^M 

N N 

-— i- = q2 , —7^ = Ox constant sind. Es ist nämlich 

A^, = (A^A'xi-Ay.^x-iß + B'x^By) = (A-\'A"a,)x'^ .. 
ein Polynom vom zweiten Grade. Eben so ist auch 

vVi = (ri— V2)(ri— xj) 

ein Polynom zweiten Grades. Bezeichnet man den Werth von x, für welchen 
Vi = y2 ist, durch x^^ und den Werlh von x, für welchen yi = ys ist, 
durch X2^ so ist 

V'Vi = («1 — «2)(öi — a3)(a? — J72)(a: — arj). 

Bemerkt man nun, dafs iWi -j- -^1 « 1 (= ^1 4" ^1 "^} "^^^ ©l^®"^ so ilfa-f ^2*^ 

fär jeden Werth von x identisch Null sind, und dafs folglich für x=^Xy und 
y^=y., ilfi = ilfj, A^i = 3^2 werden: so hat man für x^=x^^ ilfi-f iViai=0, 
ilfi-|-iVxa2 = 0, folglich, da im Allgemeinen ai von «2 verschieden ist, ilfi=5 0, 
j!Vi = 0; daher ist iV| Iheilbar durch jr — or,, und eben so durch x — x^^ 
folglich JV4 = (Jl' 4" -^"^iX^ ~ -^2) (^ — ^3) ^ mithin 

A''\-A''a. 

,j = ! i . 

^ («1— ««;(«!— «3) 

Anf gleiche Weise ergeben sich ^2 und q^^ nnd hieraus folgt^ sofort das In- 
tegral der vorgelegten Gleichung, nämlich 

(r— ri)^*(y— r^rcy— Xs)''' = «onst. 

wobei noch zu bemerken, dafs yi-f-^a + ^j --- 0, weil N in Bezug auf y 
vom ers.en, tpy vom dritten Grade und y, = —pi- u. s. L ist. 
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Sind M ond ti swei bomogene F«DetioD« tob x m§d y too giriciaa 
Graden, so dient befcaiintlieb die Sobstitotion y =^tx va Integration der 
Gleichung Mdx'\']Säy = 0. Dieselbe Snbslitation erstreckt sieb encb anf 
die allgemeinere GUichung Mdx-\-Näy'-\- Q(,xäy' — ydx)^=^Oj in welcber 
M ond JS bomogen nnd von gleichem Grade n sind, Q aber eine beliebige 

Tonetion von — ist. Denn setzt man y=ztx, so wird M = x''T, A^=5X"Ti, 

WO T, Ti, 90 wi« Q, FttDCÜonen .von / sind, and die vorgelegte Gleicbaog 
verwandelt sich in fdgeode: 

C T f lT{)x-'dap -f- Ttx'-' dt - Qit == 0, 
weiche, weil sie lineSr nach dr"*"* ist, folgendes Integral giebt: 






Dieses Verfahren ist saeh anwendbar, wenn Q eine bomogene FonetK^n von 
JT nnd y von beliebtgean» Grade q ist; denn t9r y=slse wird Qsssjg^f^i) 
nad durcb Division mit j^ erbilt die Gleiebang die obeB angenoaMBene Form. 
Man findet hiernach z. B. das Integral der folgendra Gleiebang: 

{aar'^bxy-\'€f)dS'\'iiifa^'\'Vxy^^y')4y^ß{ydx^xiy) = 0. 

Dieses Integral ist 

Dia Grftften /^i, fi^^ /ij siad die Worsela der Gleiebang 

Dar Werth tob A^ ist ili= ,/^"^^^J^^» , , and abaa M wardaa ^ tmi 

4> bastImBit Feraar ist Jj-f-^-f ^ ^^^ ' ^""^ venaftge Aeser BediagaBg 
wM der Aosdrack onter deai lategralaeiebeB en y^ttadigef Difsrentlal tob 

dar Form y(^)rf(^). 

Uater dea von Euler gegebenen Beispielen findet sieh S. 347 folgendes : 

j 

aa deseea lategration wieder eine ^sabstilatio bob adeo ob via *^, aAnlieb 

1 

VT = j. 
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f0br«ucbt wird. Der Schifissei ku dieser Sobstitution iiegt in der Bemer- 
kiiBf ^ daft 

Xi = 1- 

eis partieolires Inie^al der Gleiehimg ist. Drfldkt man x durch Vj aus and 
diminirt alsdann x aus der DiffereDtialfrieicbuBg^ so erhält sie die Form 

wo A3=s( — aby. Die^ Gleichung fillt angeiiacheiDlich nnler die so eben 
angegebene Erweilermg der Regel der homogenen FuDctioueii und wird mit- 
hin durch die Substitution ^rss/y^, oJer auch durch y^-zr^ty, integrahel. Die 
zweite dieser Substitutionen, weldie Euler anwendet^ ist die bequemere. 
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30. 

Fragen über Fuhrwerkrftder. 

(Von Herrn B, auf der Insel Rogen.) 



I. Wenn die Achse C (Taf. V.) eines Wagenrades PQ, welches 
sich um die Achse dreht, auf geradliniger Bahn PQ^ mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit fortgezogen, nach 6^1, C^, C3, Ci, C5, Q gelangt, so durch- 
läuft der Puncl P der Reihe nach die Cykloldenhogen PP„ PPj, PP^^ 
PP^^ PPs', PPqI der dem Puncto P im Durchmesser gegenOberliegende 
Punct Q aher gleichzeitig die Cykloldenhogen Oft, ©ft^ Oft^ Oft^ (?(?6 
und QQöl denn es ist Ppi = PiPi^ Pp2 = P^Pz^i u. s. w. Die Bogen PPi, 
PP„ PP3, P^4 und PP, sind aher Äär«i?r, als die Bogen oft, oft, (?ft, 
QQ4 und Oft; erst der Cykloldenhogen PPg ist dem Oft gleich. Wie 
erklärt es sich nun, dafs die beiden fest mit einander verbundenen Puncle 
P und Q sich mit ungleichen Geschwindigkeiten bewegen können? Und hat 
nicht etwa die Ungleichförmigkeil der Geschwindigkeit der Puncto P und Q 
(in der Masse des Rades) an sich eine dynamische Rückwirkung auf die 
Zftigkraft an der mit gleichförmiger Geschwindigkeit geradlinig sich forlbewe- 
genden Achse C; so wie auf die Festigkeit des Rades? Welches wäre der 
allgemeine Ausdruck der Geschwindigkeit v des Puncts P durch die gleich- 
förmige Geschwindigkeit c der Achse und durch r, den Halbmesser des Rades? 

IL Woher kommt es, dafs, der Erfahrung nach, die Achsen von 
Wagenrädern, welche um die Achsen sich drehen, nicht, wie es sein zu mQssen 
scheint, vorn und unten eher abgenutzt werden, als hinten und oben, son- 
dern umgekehrt, eher hinten und oben, als vorn und unten? Aufmerksame 
Fuhrleute schmieren, in Folge der bezeichneten Erfahrung, die Achsen mehr 
hinten und oben, als vorn und unten. 
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31. 

Inhalts-Verzeichnifs L 

der vierten zehn Bände des Journals ftir die reine 
und angewandte Mathematik, 31 bis 40, herausge- 
geben zu Berlin in den Jahren 1846 bis 1850 von 
A. L. Cr eile; nach alphabetischer Ordnung der 
Namen der Verfasser der Abhandlungen. 



Dr. Fr. Arndt, Gymnasiallehrer zu Slralaund. 

Ü^ , lUad. Hcfk. Seite, 

ber die Suinmining der beiden Reihen 

(a) n — ^ /i + "t U — «*c. + M)^» » 

(b) yo + "i rv + Wf y% + etc. -f y, , 

in welchen die Gröfsen y willkürlich und die CoefBcienten Bioo- 
inialcoefficienten des ganzen Exponenten n sind, mittels höherer 
Differenzen und Summen 31. IIL 235. 

767. Nova solulio problematis determinandi multitodinem numerorum, qui 

ad numerum aliquem sint primi eoque minores 31. DL 346. 

768. EntWickelung der Summe der nien Potenzen der natürlichen Zahlen 

nach den Potenzen des Index mittels des 7ay/or'schen Lehrsatzes. 31. III. 249. 

769. Über die Bernoulli'sdie Methode, summirbare Reihen zu finden. 31. III. 253. 

770. Nova melhodus determinandi multitudinein radicum congruentiae 

.r^==l (mod. Af) aliaque ad hanc materiam spectantia 31. HI. 259. 

771. Demonstratio duonim theorematum, Gaussianis his generaliorum: 

I. Productum ex omnibus radicibun primiiivis moduli imparis p 

nnitaic sec, p congruum est, excepto casn, in quo p s= 3. 
II. Summa omninm radicum prlmiiivarum moduli primi imparis 
p est^O^ quando p — 1 per quadrat um aliquid divisibilis est ; 
quando vero per nullum quadratum divisibilis, summa est^+\j 
proui muliiiudo faciorum ipsins p — 1 primorum est parj ^ qj jy q«« 

auf impar) 

772. Demonstratio nova theorematis Wilsoniani a summo Gauss hoc modo 
generalius enunciati: 

jfProductum omnium numerorum ad numerum quemcunque 
jfM primorum eoque infcriorum unitati negaiivae aui positivae 
yfSec. M congruum est ; ei quidem negative sumenda est unitas, 
y^quando M potesfas numeri primi imparis vet ejus duplum, 
j^vel deniqup 4, positive autem in omnibus casibus reliquis,^^ 31. IV. 329. 

773. Disquisitiones de residuis cujusvis ordinis 31. IV. 333* 

774. Bemerkungen über die Verwandlung der irrationalen Onsdratwnrzel 

in einen Keltenbruch 31. IV. 343. 

775. Bemerkungen zu einer gewissen Methode, die Gleichung eines durch 
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923. Ober das O/imsche physicalische Gesetz 35. IL 93. 

924. Siir la reflexion de la luniiäre, dans le caa des surfacea du second 
degre, analogue ä celle qoi aux foyers des sections coniques a 

donni le nom. 36. 11. 100. 

Prehn, Amtmano zu Ralzeburg im Lauenburgischen. 

925. Remarques sur le calcul dont a fait usage Mr. Tediteur du Journal 
dans son memoire: 

^Sur les differentes manieres de se servir de relasticite de l'air 
atmospherique comme Force motrice sur les chemins de fer." 
(Vol. 32 de Tan 1846.) 40. IH. 199. 

926. Ober die Aufhebung der Ungleichmäfsigkeit der durch die Kurbel 

vermittelten Bewegung 40. IIL 205. 

Preufs. Historiograph and Professor an der 

Universität zu Berlin. 

927. Notiz 39. I. 90. 

Dr. Raabe^ Professor der Mathematik an der 

Universität zu ZOrich. 

926. Ober die Anzahl und die Form der Bedingungsgleichungen, unter 
welchen eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen zwei Va- 
riabein Hier Ordnung und von der Form 

r=//„y(j:,f/,yi,yt>-- •y'»-i)+«/'(^,.'/,yi»iyt» • -y^-O^o 

das unmittelbare Differentiations-Ergebnifs einer nach der allgemei- 
nen Constante aufgelöseten analogen Differentialgleichung (fi— 1)ter 
Ordnung ist 31. HI. 181, 

929. Die Doppel - Integrale 

^+xy +« ^ ^^^,„ ^ ^^^^^ jr/'-*>^-* dsc dy ; 

ihre gegenseitigen Beziehungen und die Reduction derselben auf 

einfache bestimmte Integral -Ausdrucke 37. IV. 346. 

930. Ober den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen bei der Er- 
mittelung bestimmter Integrale 37. IV. 356. 

Or. Radike, Professor der Mathematik zu Bonn. 

931. Notiz über eine fruchtbare Integrationsmethode, und Benutzung der- 

/'* dx 
, t\ ^n ' ^^' ^' *^- 

Dr. F. Richelot, Professor an der Universität 

zu Königsberg in Pr. 

y* fvdx 
JA_\ t\ *°^ elliptische In- 
tegrale. . "^ ' . . . 32. UI. 213. 

933. Beweis eines Salzes über elliptische Functionen 32. III. 219. 

934. Ober die Substitutionen von der ersten Ordnung und die Umfor- 
mung der elliptischen Integrale in die Normalform 34. I. 1. 
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936. über die Anwendung einiger Formeln atui der Theorie der ellipti- 

9chen Functionen ouf ein bekanntes Problem der Geometrie. . . 38. IV. 353. 

936. Bemerkung über einen Fall der Bewegung eines Systems von roa- 

tariellen Puncten 40. L 178. 

Dr. Rosenhain za Breslau. 

937. Auszug mehrerer Schreiben an Herrn Prof. C 6. J. Jacobi über 
hyperelliptische Transcendenien 40. IV. 319. 

G. Salmon zn Dublin. 

938. Lettre ä I'^diieur de ce Journal 39. IV. 366. 

Dr. Schiffer zu Berlin. 

939. Adnotaiioncs ad seriem 

Dr. 0. So hlö milch, Professor an der Uni versilit 

zu Jena. 

940. Theoremes generaux sor les dörivees d'un ordre quelconque, de 

certaines fonctions tres gen^ralea 32. I. 1. 

941. D^veloppement d'une forroule qui donne en mftmc temps les nombres 

de Bernoulli et les coefficients de la serie qui exprime la secante. 32. IV. 360. 

942. Note sur la Variation des constantes arbitraires d'une integrale d^finie. 33. HI. 268. 

943. Note sur quelques integrales deflnies 33. IV. 3t 6. 

g^^e-*« . 33. IV. 325 

945. Developpement de quelques integrales definies, renfermant des 

fonctions trigonometriques 33. IV. 353. 

946. Nouvelle demonstration des theoremes de faurier 36. HI. 268. 

947. Transformation de quelques integrales definies 36. HI. 27 t. 

Dr. Schönemann, Oberlehrer am Gymnasio 
zu Brandenburg a. d. H. 

948. Grundzuge ^ner allgemeinen Theorie der höbern Congmenzen, (31. IV. 269. 
deren Modul eine reelle Primzahl ist (32. II. 93. 

949. Ober einige von Herrn Dr. Eisenstein aurgestellte Lehrsitze, irre- 

duclible Congroenzen betreffend (S. 182 Bd. 39 dieses Journals). 40. ID. 185. 

Dr. Schwein S) Geheimer Hofralh und Professor 
der Mathematik an der Universitfit zu Heidelberg. 

950. Neue Bigenscbaft zweier Kräfte, durch welche ein Kraflensystem 

ersetzt werden kann. . 32. III. 227. 

951. Kräfte im Räume. 38. I. 40. 

962. Fliehmomente; oder die Summe Z(xX+yY) bei Kräften in der- 

Ebene, und ^{xÄ^yT-^-zZ) bei Kräften im Räume 38. I. 77. 

J. A. Serret a Paris. 

953. De la sphere langente a quatre sph^res donndes 37. I. 51. 

50* 
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Dr. H. Siebeck £u Breslau. „ . . ,. ^ .. 

BaJid. tfeCl. Seile. 

954. Über periodische Keltcnbrüche 33. L 68. 

955. Die rccurrenlen Reihen, vom Slandpancle der Zahlentheorie aus 

betrachtet 33. L 71. 

Steicheni, professeur ä Tecole militaire 

de Bruxelles. 

956. Essai d'une theorie generale du centre de forces, precede de 

quelques consideratioiis sur la resullante. 38. IV. 277. 

J. Steiner, Akademiker u. Professor der Malheoiatik 

an der Universität zu Berlin. 

957. Geometrische Lf^hrsätzc und Aufgaben 31. L 90. 

958. Über Lehrsätze, von welchen die bekannten Sätze über parallele 
Curven besondere Fälle sind. (Auszog aus einer am 26. März i846 in 

der Akademie der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung.) 32. I. 75. 

959. Geometrische Lehrsätze. (Auszug aus einer am 27. Nov. 1845 in 

der Akademie der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung.) 32. IL 182. 

960. Sätze über Curven zweiter und dritter Ordnung 32. IV. 300. 

961. Über das dem Kieise umgeschriebene Viereck 32. IV. 305. 

962. Elementare Lösung einer geometrischen Aufgabe, und über einige 
damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. (Aus- 
zug aus einer am 19ten April 1847 der Akademie der Wissenschaften 

zu Berlin vorgelegten Abhandlung.) 37. ü. 161. 

963. Über das gröfste Product der Theile oder Summanden jeder Zahl. 40. Ifl. 208. 

Dr. Stern, Professor der JMathematik an der 
Universität zu Götlingen. 

964. Eine Bemerkung zur Zahlentheorie 32. I. 89. 

965. Über die Summe einer gewissen endlichen Reihe 33. IV. 362. 

966. Über die Anwendung der ^Stürmischen Methode auf transcendente 
Gleichungen 33. IV. 363. 

967. Über die Irrationalität des Werths gewisser Reihen J 37. I. 95. 

968. Über die Kennzeichen der Convergenz eines Kettenbruchs. ... 37. III 255. 

Dr. P. Tchebicbeff ä Moscou. 

969. Demonstration eleroentaire d'une proposition generale de la th6orie 
des probabilitis. Bxtrait d'un memoire russe sur l'analyse ^l^men- 

taire de la theorie des probabililcs 33. lU. 259. 

A. Thacker zu Cambridge. 

970. Ein Beitrag zur Zahlentheorie 40. I. 89. 

Dr. ßarnaba Torlolini, professore di malematicbe 
trascendenti alPuniversitä di Roma. 

971. Nuove applicazioni del Calcolo Integrale relative alla quadratura 

delle Superficie curve, e cubatura de solidi 31. L 12. 

972. Nota sopra Tequazione di una curva del sesto ordine, che s*incontr& 
in un problema riguardante Tellissi. (Estratta dalla racolta scien- 

tifica num.6. an.li 33. L 90. 



3i. Inhatis^Verzeichnifs I. der werten zehn Bände. 379 

973. Addizione alla Memoria intitolala: Nuove applicazioni del Calcolo 
Integrale relative alla quadratura deHe siiperficie curye e cubatura 

de 8olidi, inscritta nel tom. 3i di queslo giomale pag. 12. ... 34. IL 101. 

J. C. Ullberr, Professor an der polytechnischen 

Schule zu NQrnberg. 

074. Zwei Beweise für die Existenz der Wurzeln der höhern algebrai- 
schen Gleichungen 31. HI. 231. 

Dr. Waltinowsky zu Triesl. 

975. Einiges über die Berechnung der reellen Wurzeln numerischer 
Gleichungen miltels ohne Ende fortlaufender Reihen 33. H. 164. 

Wejfs. Lehramts - Canditat zu München. 

976. Einige Aufgaben aus der Combinationslehre L^' j|' iq^' 

977. Einige Aufgaben aus der Lehre von den wiederkehrenden Reihen. 38. II. 148. 

F. Wöpke, Privaldocent an der Universitfit 

zu Bonn. 

978. Notice sur un manuscrit Arabe d*un traitö d'alg^bre par Aboul Faih 
Omar Ben Ibrahim Alkhat/änü, contenant la construction gäomö- 

trique des equations cubiques 40. II. 160. 

Ungenannter. 

979. Fragen über Fuhmerkruder 40. IV. 366. 

980. Pac-stmile einer Handschrift von 

Oal. Galilaei 31. L 

Oondorcet 31. II. 

IV. Herscheh 31. III. 

Ltolande. 31. IV. 

Maupcriuis 32. I. 

W. J, G. Karsten 32. II. 

Schröter 32. OL 

J. Newton 32. IV. 

Reaumur 33. I. 

Mifohain 33. IL 

Oriani 33, III. 

/. Neivion 33. IV. 

Ferrari 34. I. 

Ferroni 34. D. 

Fonima 34. III. 

Paoli 34. IV. 

Viviani 35. I. 

A . Jl • '^f an • ................ Ov. Ji. 

Tralles 35. III. 

Bessel 35. IV. 

Montanari. 36. L 

Riccioli 36. U. 

Vandertnonde 36. III. 

Boscowioh 36. IV. 
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Band. Haft 

Frist 37. L 

Grmtdi 37. IL 

Htmfredi 37. Ol. 

CwtielU. 37. IT. 

Cavatieri 38. l. 

A. Göpel 3a n. 

Pfieiderer 3a IH. 

ßuzengeiger ,* 38. IV. 

Kliigef. 39. I. 

MoUwelde. 39. H. 

J. A. Euler 39. HI. 

La Condamine 39. IV. 

Siiftmllch 40. I. 

Bailln. . 40. U. 

J. M. CaatUtan 40. Ol. 

/. A. ^telwein. 40. IV. 
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32. 

Inhalts-Verzeiclinifs II. 

der ersten vierzig Bände des Journals för die reine 

und angewandte Mathematik, herausgegeben zuBerhn 

in den Jahren 1826 bis 1850 von A. L. Crelle; 

nach den Gegenständen. 

Wenn man die Zahlen diesea Verceichni^ses 
▼OQ 1 bin 32B in dem Inhaita -VerzeichniTt I. am Schliiaae des lOten Bandes, 

- 324 - 577 - - - - - I. - - - - 20teD 
. 678 - 765 • - - - - I. - - - - 30teii 

- 766 - 980 - - - - - I. am Schhisse diese:» 40ten Bandes 

•acht, so findet man die Titel der Abhaadlongen und Artikel und die Orte wo sie sich in der 
SammiuBg befinden. 



I. Reine Mathematik. 

I. A n a 1 y s i s. 

A. Arithmetik und Algebra. 

Björling580. Cayley 587,588,780,781. Clausen 28,48, 56, 57. Crelle66, 
68, 69, 70, 341, 793. Dirksen 77. Eisenlohr 596. Eisenstein 597, 599, 601, 605, 
609, 611, 615, 616, 621, 623. Enke 626. Förstemann 81. Gudermann 102, 
103,365. Grün ert 632. Hesse 644, 645. Hoppe 851. C. G. J. Jacobi 130, 394, 
396, 399, 402, 403, 410, 652, 661, 665, 666, 669. Jordann 412. Jurgensen 159. 
Köhlau 160. Kammer r)81. Lcjeune Dirichiel 175, 435. Libri 180. Lö- 
wenstern 450. Li]chterhandt454. Magnus 691. Miller 456. Minding 693, 695. 
Möbius 470, 697. Ohm 479. Olivier 218, 228. Öttinger 481, 702, 703. 
Plana 492,493. Piacker499. Poncelet 505,506. Raabe512. Reuschie 719,720. 
Richelot 721. Rosenhain 727. Scheiibach 267, 530. Scherk 269. Slonimsky 
730. Specht 278, 279. Schulze 539. v. Staudt 732, 735. Steiner 546. Stern 
555, 556, 746, 747, 748, 749, 750. Wöpke 978. Ungenannte 312, 569, 573. 

B. Combinatorik. 

Beyer 22. Crelle 591, 621. Förstemann 350. Gudermann 104. C. G. J. 
Jacobi 656. Ramus 516. Scherk 268, 534. Stern 560, 561, 744. Weiss 976. 

C Zerlegung der Bröche insbesondere. 

Beyer 23. Clausen 58. Grelle 72. Dirksen 75. Eiscnslein 811. 
C. G. J. Jacobi 148. Jürgensen 415. Schellbach 526. 

D. Theorie der Zahlen insbesondere. 

Abel 20. Arndt 767, 768, 770, 771, 772, 773. Brennecke 326. Cailey 
780, 782, 786. Catalan 586. Clausen 33, 57. Grelle 71, 343, 592, 593. 
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Dieni^er 808. Eisenstein 598, 600, 604, 606, 607, 608,610,611,612, 614,617,618, 
619, 620, 621, 623, 812, 814, 815, 816, 817, 818. S. Germain 87. Grunerl 98, 101. 
Hermitc 840, 841. Hill 380, 382. Alex. t. Humboldt 125. G. G. J. Jacobi 128, 
139. 144, 149, 154, 387, 393, 395, 409, 652, 653, 670, 856, 86b. Kronecker 678. 
Kummer 425, 680, 682, 879, 881, 882, 885, 886, 887. Lejoune Dirichlel 170, 171, 
172, 173, 177, 178, 435, 436, 437, 685, 686, 687, 688, 893, 894. Libri 183, 184. 185. 
Lucbterhandt 454. Mirker455. Mindingr202. Scherk272. Scbönemann 636, 
537, 538, 948, 949. Siebeck 954, 955. Stein 280. Steiner 545, 546, 963. Stern 
294, 297, 301, 556, 558, 560, 561, 774, 964. Tbacker 970. Ungenannte 314, 316, 
318, 575. Zornow 568. 

E. KettenbrQche insbesondere. 

Arndt774. Clansen 29, 36. Eisenstein 622. Heilermann 830. Heine833. 
C.G.J. Jacobi 389. Löwenstern 450. Mobius 212. Ramus 518. Siebeck 954. 
Stern 295, 296, 299, 554, 558, 968. Ungenannte 574. 

If\ Theorie der Gleichungen insbesondere. 

Abel 2, 16. Bouniakowsky 24. Burg 26. Cailey 781. Clausen 36. 
Oollins338. Crelle340. F. Deahna 344. Dirksen 347. Enke 625. Fischer 348. 
Pörstemann 352. Gaufs 85. Graffe 91. Grunert 93. Hesse 842. Hill 117, 
118, 121, 381. C. G. J. Jiicobi 127, 150, 392. Joacbimsthal 873. Libri 186. 
Liouville 188. Luther 895. 896. Malmaten 697. F. Minding 467, 905. Oli- 
vier 219,221,226. Raabe 513. Ricbelot 263. Schlömilnh946. Schönemanii538. 
Schulze 539. Stern 298,966. F. Strehlke 503. Ullherr 974. Umpfenbach 566. 
Ungenannte 312. Waltinowsky 975. Wöpko 978. 

G. Analytische Facnllftten insbesondere. 

Clausen 55. Grelle 70. Gudermann 359. Hoppe 852. C. G. J. Jacobi 385. 
Kummer 880. Lejeune Dirichlet 432. Liouville 441. A. Möller 474. ötlin- 
ger 915. Af. Ohm 913. 914. 

//. Interpolation insbesondere. 
Clausen 39. Dirksen 76. Olivier 226. 

/. Theorie der Panctionen insbesondere. 

Abel 1,10, 12, 18. Aronhold 776. Cailey 782, 786, 787, 788. Clausen 35. 
Cr eile 70. Eisenslein 611, 813. Gudermann 365. Heinen 374. Hcrmite 839. 
Hesse 844. Hill 378, 379, 383. 0. G. J. Jacobi 130, 153, 155, 388, 391, 393, 
396, 405, 654, 655, 857. Joachimsthal 872. Jordann 412. Jürgensen 159, 
413,416. Kummer 422. Lame et Clapeyron 162, 163. Libri 179, 182, 187, 438. 
Liouville 440,442. Lucbterhandt 453. Magnus 192. Minding458. Nernst478. 
Olivier 224, 227. Raabe 512. Ramus 258. Richelot 520, 521. Schelibach 
526, 532. Scbönemann 636. Schlömilch 910. 

K. Reihen insbesondere. " 

Allel 3, 5, 11, 20. Arndt 766, 769. Bretschneider 328. Burg 25. 
Clausen 30, 31, 37, 41, 53, 59. Crclle 66, 68, 69, 70, 590. Dienger 802, 
803, 806, 809. Eisenstein 603, 613, 622, 816. Dirksen 77. Grunerl 94. 
Gudermann 102, 103, 107, HO. Heine 832, 834, 835, 837. Hill 120. C. G. J. 
Jacobi 388, 402, 859, 864, 866, 867. Jürgensen 159, 413, 414. Köfalau 160. 
Kummer 421, 422, 423, 424, 426. Lame et Clapeyron 162, 163. Lejeune 
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Dirichlet i75, 433, 434, 436. Librl 160. Malmsten 898. Möbius 214, 909. 
Nernst 216, 478. M. Ohm 479. Olivier 225, 227, 228, 229. Öltinger 48t. 
Poncelet505. Raabe 507, 510. Scbaffcr 939. Schellbach 526, 530, 532, Scherk 
269, 270, 533. Schlöinilch 941. v. Schmidlen 275. Schollz 276. Stern 300, 
560, 562, 965, 967. Tchebichpff 752. Weiss 977. 

£/. Differential- und Integral- Rechnung. 

Abel 4. 12, 18, 20. Bretscbneider 328. Broch 329, 484. Brooke 330. 
Clausen 36, 44, 56. F. »eahna 34.5. Gruncrt 99. Gudermann 358, 364, 828. 
Uaedenkamp 371, 636. Heine 638. Hesse 643. Hill 119, 121, 378, 383, 384, 
648, 649, 650. Hoppe 849. C. G. J. Jacobi 126, 132, 133, 134, 135, 137, 149, 155, 
156, 385, 38ti, 389, 391, 400, 402, 407, 408, 657, 658, 664, 864, 865, 871. Joachims- 
tbal 872, 877. Jürgensen 416, 676, 677. Kummer 420, 679. Lacroix 429. 
Lame et Clapeyron 162, 163. Lebesque 430. Lejeune Dirichlet 432, 437. 
Libri 438, 439. Liouvillc 441, 442, 443, 444. Lobatlo 190, 191, 446, 447, 449. 
Luchlerhandl 453. Malmsien 900, 901, 902. Minding 200, 203, 204, 205, 458, 
694, 906. A. Muller 476. Öltinger 481. Oslrograd'sky 480. Pagani 488. 
Plana 491, 495, 496. Poisson 502,504. Raabe 508, 510, 515, 707, 708, 709, 710, 
928, 929, Radike 711, 931. Ramus 258, 517, 712, 713, 714, 715. Richelol 264, 
520, 521, 723, 724. Sauer 265. Schaeffer 728. Schellbach 529. Scherk 271, 
Schlömilch 940. v. Schmidlen 274. Torlolini 754, 971, 973. 



M, Bestimrote Integrale insbesondere. 




lV. Elliptische und Abelsche Functionen insbesondere. 




O. Wahrscheinlichkeits - Rechnung. 
Ottinger 916. Tchebicheff 969. 

2. Geometrie. 
A. Elementar * Geometrie. 




cobi 145, 665, 670. .foachlmslhal 875. Koppe 417, 418. Lehmus 168, 888, 
889, 890. Möbius 206, 207, 208, 696, 697, 698, 700. Olivier 220, 222, 223. 
Raabe 254. Ramus 519. Remy 259, 260. v. Renlhe 261, 717. Schcerer 266. 
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Schulz ▼. Straf nicki 540. F. Schulize 729. Specht 278, 279. ?. Staodt733, 734. 
Steiner 283, 288. Strehike 302. Umpfenbach 755, 756. Uoger 304. Uh* 
genannte 3il, 313, 315, 320, 570. 

B. Goniometrie und Trigonometrie. 

Clausen 28, 36. Grelle 69. Dirksen 77. G aufs 630. Lehmus 684. Hö- 
bius 698. Olivier 218, 227. Schellbach 267. Scherk 269. Schultz 276. 
Specht 278, 279. 

C. Sphärik und sphärische Trigonometrie. 

Bretschneider 327. Clausen 43. Grelle 339. FeldtSO. Gerwien 90,354. 
Gudermann 105, 109,110,357, 359,360,361,368, 634,829. Jordann 411. Löwen- 
stern 451. Raabe 252. Remy259. Richelot262. Schmeifser 273. Steiner286. 

D. Synthetische Geometrie. 

Aubert 22. Bauer 325. Broch 777. Gailey 781, 784. Glausen 50, 336. 
Dippe 346. Druckenmuller 595; Eberty 78. Fassbender 819. Förstemann 81. 
Gerwien 89, 90, 355. Göpel 822. Grafsmann 631, 823, 824. Grunert 96, 97. 
Gudermann 108. Heinen 375, 640. Hessel 116. A. Jacobi 651, 853, 854. 
G. G.J.Ja CO bi 390,397,404. Koppe417. Kramer 419. Leithold 431. Magnusl93. 
Minding 199. Mobius 210,215, 910. Poncelet 248, 249,250. Schallibaum 523, 
524, 525. Schellbach 531. Steiner 281, 282, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 
290, 291, 292, 546, 547, 548, 549, 550, 551, 552, 553, 737, 738, 739, 740, 741, 742, 743, 
957, 958, 9.'>9, 960, 961, 962. Wolff 567. Zornow 306, Ungenannte 319. 

E. Analytische Geometrie. 

Arndt 765. Beyer 23. Bruun 335. Gailey 778, 779, 781, 790, 791. 
Clausen 32, 34, 38, 46, 48, 49, 57. Grelle 796. Dippe 346. Eisenstein 817. 
Fischer 348. Förstemann 81. Frankenheim 83. Garbinsky 84. St. Ger- 
main 88. Grunert 95, 100, 356. Gudermann 108, 358, 360,826, 827. Hachette 
111, 112, 113. Haedenkamp 372. Heinen 114, 373, 375. Hellerung 115. 
Hesse 376, 377, 641, 642, 644, 647, 843, 845, 846, 847. Hessel 116. Hittorf 848. 
Hörn 124. C. G. J. Jacobi 129, 131, 145, 390, 397, 403, 404, 404, 405,406, 410, 870. 
Joachimsthal 673, 674, 675, 873, 874, 875, 876. Kummer 422, 681, 883, 884. 
Lehmus 168, 183. Lejeune Dirichlet 435. Littrow 189. Lobatschewaky 445. 
Löwenstern 452. Luchterhandt 454, 690. Magnus 194, 195, 196. Minding 198, 
199, 201, 459, 464, 465, 466, 468, 469. Möbius 206, 207, 208, 210, 215, 471, 699. 
G. W. Müller 477. Olivier 222. Plana 491, 494, 495, 496, 705. Flacker 232, 
233, 234, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 241, 497, 498, 706, 918, 919, 920, 921, 922. 
Poisson 243, 244. Raabe 254, 255, 256, 257, 511. v. Renthe 261. Reuschle 
718. Richelot 935. Salmon 938. Scheerer 266. Schellbach 530, 531, 532. 
Scherk 533, 535. Schönemann 536. Serret 953. Stern 557. Strehike 302. 
Fr. Strehike 563. Tellkampf 565. Torlollni 971, 972. Umpfenbach 757,758, 
759. Unger 304, 305. Zornow 306. Ungenannte 310, 313, 315, 317, 319, 5t2. 

F. Von einzelnen Curven und Flachen. 

. Bruun 335. Glausen 337. Hörn 122, 123. Lehmus 168. Möbius 471. 
Raabe 251. 
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3. Mechanik. 

A. Statik und Dynamik. 

Abel 6, 7. Burg 26. Clausen 42, 45. Cournot 61, 62. Grelle 64. 
Despeyrous 801. Gaufs 86. v. Heim 831. C. G. J. .facobi 660, 667, 869. 
Kircbhoff 878. Kossack 161. Lame et Clapeyron 164. Lehmann 165. 
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Einige Druckfehler. 



Im 3lten Bande. 

S. 111 Z. 9 V. II. lese man 3.3 — 1 statt 3.(3 — 1) 

— \22 — 3 r. u fehlt da?» Wort „uiil>estinimtes** nach „ein" 

— 124 — 7 V. n. mnfs das Wort „nicht" wegfaOen. 
In Taf<fl VI. Fig. 6 inufs a^ itatt a^ stehen. 

Im 34ten Bande. 

S. 46 Z. 9 V. o. J. m. inventam st. inventum 

47 — 8 t. o. 1. ni. menioratain st. memoratum 

12 V. o. l. ni. dnbitare st. dubitae 

21 ▼. o. 1. m. Corte st. cito 

— 50 — 12 ▼. o. l. m. Aj St. et 

— 18 V. o. 1. in. divisore non {ruudet st. divisore gaiidet 

— 51 - 8 V. o. 1. m. •(€•/«) + /(*/(ty4i)) St. •(f/fl)-f /(Ä>^(ci/cf)) 

— 53 — 9 u. 10 V. o. I. m. A^ st A^ 

— 60 — 10 Y. o. L m. indcntico st. identica • 
Hl — 4 V. o. l. in. una st, uno 

— — 3 V. II. 1. in. irreductibilera appellavimus st. irreductibilem 

62 — 8 V. <>. 1. ni. cnnimiinem eum st. comiuunem 

— 5 T. n. l. m. 'p(^S ««i) St. </'(«r^',m,) 

._ 64 — 10 V. o., S. 05 Z. 6 v. n., S. 06 Z. 14 v. o. , S. 67 Z. 2 v. u. I. m. rationales radicalium 

in ipso s occurentium st. rationales ipsios « 
— — 12 T. o. 1. ui. qiiaedaoi exterior st. quaedam 

— 66 — 7 \. u. 1. m. z^ St. 2^* 

71 — 7 V. n. 1. ni. ut st. et n. imtiintato st. ijnniiitatii 

— 11 ▼. u. 1. m. m St. /* 

- 73 —10 V. 0. 1. m. uT^x st uT^ x^ 

— 75 —14 \. n. l. m. /^(«) st «^(u) 

— 80 — 5 u. 7 V. u. und S. 81 Z. 10 v. o. 1. m. {' (u) st ({u) 

— 86 in Formel (19.) L ra. a-j-u »t. ar — w 

— 93 Z. 8 V. o. niafs sin{C2w — 1)jr wegl'ailen. 

— 125 — i V. u. I. m. 1762 st 1772 

— 145 — 1 T. o. l. m. 33a st 31u und Z. 12 ▼• u. y st. fp 

Im 40ten Bande. 

— 185 — 1 V. u. 1. m. die erste st diese 

— 186 — 10 V. u. l. m. Q(x) st yx 

— 188 — 8 V. u. 1. m. §. 61. st §. 6. 

— 286 —15 u. 16 V. o. 1. m. une d^Anition collective, st. nne d^finition uniqiie et coniplete, 

— 318 —10 V. u. t m. (m — 2)-% — st (m— |)-;r-^ 
» v.«...n.. « = 0.^=0.. .^-0.|£»«. 



— 3 V. u. I. m. ^5 — 5 — st. "K — 3 
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